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Resumen
La robótica es una disciplina que se ha desarrollado rápidamente en los últimos años.
El uso de robots en el mundo industrial ha aumentado considerablemente, debido a su
aplicabilidad en la ejecución de tareas que pueden ser repetitivas, peligrosas o imposibles
de realizar para un ser humano. Entre los diferentes tipos de robots usados hoy en día,
el manipulador paralelo presenta ciertas características, como su alta precisión, robustez
y capacidad de carga, que lo hacen más adecuado para ciertas aplicaciones. Uno de estos
mecanismos, compuesto por una plataforma móvil y una base unidas por seis actuadores
de longitud variable, se conoce como la plataforma de Stewart, y ha recibido la atención
de académicos debido a su geometría que simpliﬁca las ecuaciones cinemáticas asociadas
con el problema de control de posición.
Para que un robot sea útil, su efector ﬁnal debe poder ir a una determinada pose en
el espacio, o seguir un camino mientras satisface ciertas restricciones de tiempo. Además,
algunas tareas pueden requerir interacción con el ambiente, en cuyo caso se debe imple-
mentar un controlador que permita que el robot ejecute trayectorias y controle las fuerzas
de contactos con objetos externos. En algunas aplicaciones, lo único que se necesita es
que exista cierta acomodación por parte del robot, es decir, que éste modiﬁque su ruta
acorde con las fuerzas aplicadas por el entorno.
El objetivo de esta tesis es desarrollar un controlador de posición para una plataforma
de Stewart que permita que ésta siga trayectorias en el espacio y a la vez presente acomo-
dación activa, lo que implica que el robot debe modiﬁcar usando sus actuadores el camino
deseado acorde con las fuerzas aplicadas sobre el efector ﬁnal. Se comienza brindando un
repaso del conocimiento teórico fundamental. Se propone una metodología basada en el
control en espacio de actuadores usando perﬁles de velocidad trapezoidales, que luego es
implementada en Labview. Finalmente, se llevaron a cabo pruebas experimentales usando
mediciones externas, que validaron el funcionamiento del controlador.
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Resum
La robòtica és una disciplina que s'ha desenvolupat ràpidament en els últims anys. L'ús
de robots en el món industrial s'ha incrementat considerablement, a causa de la seva
aplicabilitat en l'execució de tasques que poden ser repetitives, perilloses o impossibles
de realitzar per a un ésser humà. Entre els diferents tipus de robots usats avui en dia,
el manipulador paral.lel presenta certes característiques, com ara la seva alta precisió,
robustesa i capacitat de càrrega, que el fan més adequat per a certes aplicacions. Un
d'aquests mecanismes, compost per una plataforma mòbil i una base unides per sis actu-
adors de longitud variable, es coneix com la plataforma de Stewart, i ha rebut l'atenció
dels acadèmics i els insdustrials a causa de la seva geometria que simpliﬁca les equacions
cinemàtiques associades amb el problema de control de posició.
Per tal que un robot sigui útil, el seu efector ﬁnal ha de poder anar a una determinada
posie a l'espai, o seguir un camí mentre satisfà certes restriccions de temps. A més, algunes
tasques poden requerir interacció amb l'ambient, en aquest cas s'ha d'implementar un
controlador que permeti que el robot executi trajectòries i controli les forces de contacte
amb objectes externs. En algunes aplicacions, l'únic que es necessita és que hi hagi certa
acomodació per part del robot, és a dir, que aquest modiﬁqui la seva trajectoria d'acord
amb les forces aplicades per l'entorn.
L'objectiu d'aquesta tesi és desenvolupar un controlador de posició per a una plata-
forma d'Stewart que permeti que aquesta segueixi trajectòries a l'espai i alhora present
acomodació activa, el que implica que el robot ha de modiﬁcar usant els seus actuadors el
camí desitjat d'acord amb les forces aplicades sobre l' efector ﬁnal. Aquesta tesí comença
oferint un repàs del coneixement teòric fonamental. Després, es proposa una metodo-
logia basada en el control en espai d'actuadors usant perﬁls de velocitat trapezoïdals,
que després és implementada en Labview. Finalment, es presenten proves experimentals
utilitzant mesures externes, que validar el funcionament del controlador.
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Abstract
Robotics is a discipline that has developed at a fast rate in the last 25 years. The use
of robots in the industrial world has increased considerably, due to their applicability in
the excecution of tasks that can be repetitive, dangerous or impossible to perform for a
human being. Among the diﬀerent types of robots used nowadays, parallel manipulators
have certain characteristics, such as their high accuracy, robustness and load-to-mass
ratio, which makes them more suitable for certain applications. One of these mechanisms,
composed of a mobile platform and a base connected by six extensible actuators, is known
as the Stewart platform, and has gained the attention of researchers and practitioners
due to its geometry which simpliﬁes the kinematic equations associated with the position
control problem.
For a robot to be useful, its end eﬀector must be able to go to a determined pose in
space, or follow a path while satisfying certain time constraints. Moreover, some tasks may
require interaction with the environment, in which case a controller must be implemented
that would allow the robot to excecute trajectories and control the contact forces with
objects around it. In some applications, the only thing that is needed is some compliance
from the robot, that is, some ability to modify its path according to the forces applied by
the environment.
The objective of this thesis is to develop a position controller for a Stewart platform
that allows it to follow trajectories in space while presenting active compliance, meaning
that the robot itself changes the desired path using its actuators according to the forces
applied to the end eﬀector. First, an overview of the neccesary theoretical background is
given. Then, a methodology based on joint space control using trapezoidal velocity proﬁles
is proposed, which is further implemented in Labview. Finally, experimental tests were
conducted using external measurements, which validate the operation of the controller.
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Capítulo 1
Introducción
La robótica es una disciplina que hace 25 años estaba únicamente relacionada con la ciencia
ﬁcción para la mayoría de las personas. Ciertamente, era una idea que se manifestaba
en películas donde robots humanoides formaban parte importante del atractivo de las
mismas. Sin embargo, en los últimos tiempos, ésta se ha convertido en una disciplina
emergente que ha despertado un gran interés entre los académicos e investigadores gracias
a sus características multidisciplinarias e innovadoras. Esto ha propulsado la aparición de
gran cantidad de literatura al respecto en forma de libros de texto, artículos en revistas
especializadas, ponencias en congresos, entre otros. Pero su inﬂuencia no se detiene aquí.
Hoy en día, la tecnología basada en la robótica es ampliamente utilizada en el mundo
industrial donde, en virtud de los desarrollos recientes en automatización, la idea de un
mecanismo que se puede mover en el espacio resulta muy atractiva.
Un robot puede ser utilizado para la manufactura, o en tareas repetitivas que requieran
precisión y rapidez, o se puede emplear en trabajos que sean muy peligrosos o imposibles
de realizar para un ser humano. Esto ha hecho que los robots entren en uso comercial y
sus costos se abaraten. Para marzo de 2011, la demanda de robots industriales en Estados
Unidos aumentó un 31% con respecto al mismo mes del año 2010 [41] lo cual sólo da
cabida a la conclusión de que la robótica ha llegado para quedarse.
En una extraña coincidencia con sus contrapartes de las películas, la mayoría de los
robots estudiados en la literatura y empleados en la práctica son aquellos conocidos co-
mo los manipuladores serie, que tienen una topología parecida a la de un brazo humano.
Aunque sus prestaciones han mejorado a través de los años [18], éstos presentan ciertas
características negativas intrínsecas a su diseño que hacen que sean inapropiados para
determinadas aplicaciones, entre ellas la poca capacidad de carga respecto a su masa, la
falta de rigidez ante perturbaciones externas y la precisión pobre de su elemento termi-
nal. Ante este escenario surge una arquitectura alternativa que soporta a dicho elemento
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mediante el uso de múltiples actuadores en paralelo. Esta conﬁguración permite tratar
con muchos de los problemas de los manipuladores anteriores permitiendo la disminución
la de la masa de la estructura, una mayor rigidez en presencia de perturbaciones, mejor
precisión y más capacidad de carga utilizando actuadores menos potentes. Éstos son los
robots paralelos. Uno de ellos, conocido como la plataforma de Stewart, ha recibido la
mayor atención en el mundo industrial y académico y será el objeto de estudio de esta
tesis.
El control de robots ha sido uno de los tópicos que más se han desarrollado en esta
área, donde se necesita que el efector ﬁnal del robot siga una trayectoria en el espacio o se
encuentre en una determinada pose. Evidentemente, la precisión es uno de los factores más
importante en las aplicaciones industriales, donde se podría necesitar por ejemplo que el
manipulador inserte una pieza dentro de otra en una tarea de ensamblaje, lo que ha llevado
a que se diseñen controladores de posición cada vez más exactos. Por otro lado, es común
pensar en un robot interactuando con su ambiente, en cuyo caso es necesario controlar
las fuerzas que ejerce éste sobre otros objetos o, como es de interés para esta tesis, que
modiﬁque su trayectoria prevista si hace contacto con un ente externo. En consecuencia,
se han hecho esfuerzos para crear esquemas de control que permitan lidiar con estas
situaciones en las que tanto el movimiento del robot como la fuerza que experimenta y/o
ejerce sobre el ambiente deben ser considerados.
1.1 Objetivos y alcance
El objetivo de esta tesis es diseñar e implementar un controlador híbrido de posición y
fuerza para una plataforma de Gough-Stewart capaz de hacer que el efector ﬁnal de ésta
pueda ir a una pose determinada y seguir trayectorias en el espacio, simultáneamente
pudiendo modiﬁcar su posición instantánea en conformidad con fuerzas ejercidas por el
entorno sobre el mismo. Esto último debe hacer que la plataforma exhiba un comporta-
miento parecido a un muelle.
El hecho de diseñar un controlador de este tipo implica que ciertos problemas deben
ser tratados, como el modelado cinemático del robot, el análisis estático del mismo y el
desarrollo de un algoritmo que permita obtener el valor de las variables de los actuadores
que causen que el efector ﬁnal siga la trayectoria deseada. Todas estas cuestiones serán
tratadas en este trabajo por lo que formarán parte del alcance del mismo.
Este proyecto fue desarrollado en los laboratorios de Cinemática y Diseño de Robots
del Institut de Robòtica i Informàtica Industrial1, ubicado en la Facultad de Matemática y
1Dirección: C/ Llorens y Artigas, 4-6. 08028 Barcelona, España. Más información en su sitio web
http://www.iri.upc.edu/
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Estadística de la Universidad Politécnica de Cataluña, Barcelona, España, donde también
fue diseñado el robot en cuestión.
1.2 Trabajos relacionados
Los primeros esfuerzos en controlar la posición de un robot datan de 1958 cuando se
construyó el Unimate, el primer robot industrial diseñado por Joseph F. Engelberger,
considerado el padre de la robótica industrial [15]. Este robot era controlado mediante
una secuencia de movimientos guardados en su memoria interna, los cuales eran repetidos
una y otra vez. Ideas más avanzadas aparecieron en 1969 y 1976 con los primeros mani-
puladores a lazo cerrado controlados por computadora [45, 23]. A pesar de que desde ese
entonces se han propuesto otros esquemas de control de posición, el modelo prevalente hoy
en día sigue siendo el de controlar los actuadores de manera independiente con una ley
sencilla como un PD [54]. El seguimiento de trayectorias a nivel de espacio de actuadores
ha sido desarrollado y documentado por múltiples trabajos en la literatura, entre ellos
Paul [39], Craig [13] y Siciliano y col. [48].
En el área de control de fuerza, trabajos notables incluyen Khatib [26] y Anderson y
Spong [3], en los cuales se propusieron esquemas a nivel de espacio operacional, aunque
estos requieren la determinación del modelo dinámico del robot. En estos trabajos, el ro-
bot puede controlar la fuerza que ejerce sobre el entorno. La acomodación de un robot en
presencia de fuerzas externas es un concepto presente en la literatura desde hace más de
treinta años, con publicaciones como las de Liegeois y col. [30], donde se utilizan estruc-
turas especializadas instaladas en el robot, y Suárez Feijoó [59], quien presenta distintos
esquemas de control de fuerza, entre los cuales está la acomodación activa. Actualmente
éste es un concepto que muchos autores, como Snyder [50], tratan en sus libros de texto.
El Institut de Robòtica i Informàtica Industrial lleva varios años trabajando en el
desarrollo y control de plataformas paralelas, publicando artículos de interés para este
proyecto, como aquellos que tratan del diseño de una superﬁcie sensible al tacto basada
en una estructura paralela [16], y una formulación basada en distancias de la cinemática
de un manipulador octaédrico [42]. Dentro de este último se presentan los fundamentos
teóricos que llevaron al diseño del robot utilizado en este trabajo.
1.3 Estructura de la tesis
En el capítulo 2 se desarrolla el marco teórico de este trabajo. Iniciamente, se deﬁnirá un
robot paralelo y las características de una plataforma de Stewart, a lo que seguirá una
Control de posición con acomodación activa de una plataforma de Stewart. 4
serie de tópicos relacionados con la expresión de la posición y orientación de un cuerpo
rígido, entre los cuales se analizan las transformaciones entre sistemas de referencia y án-
gulos de Euler. Algunos conceptos matemáticos son introducidos, como la descomposición
en valores singulares d euna matriz. Posteriormente, se discutirá brevemente el modelado
cinemático y estático de robots paralelos. Finalmente, se introducirán el control de posi-
ción en el espacio de actuadores y el control de fuerza por acomodación activa, dando así
un panorama completo de los fundamentos teóricos necesarios para el entendimiento de
este proyecto.
El capítulo 3 presentará la metodología utilizada para lograr el objetivo planteado,
basándose en los conceptos desarrollados en el marco teórico. Se describirá el robot con-
trolado, el sistema de adquisición empleado y el esquema de control implementado, así
como los sensores y otros dispositivos involucrados en todas las partes. El capítulo termina
con la descripción del procedimiento usado para obtener los datos experimentales, inclu-
yendo la deﬁnición de los parámetros usados para cuantiﬁcar el desempeño del sistema.
Los resultados experimentales obtenidos luego de realizar las pruebas de desempeño
se muestran en el capítulo 4. Se presentan los errores sistemáticos y de repetitividad
observados en el seguimiento de determinadas trayectorias de prueba, y se deducen sus
posibles causas. Además, se presenta la validación del modelo cinemático implementado
para el robot, así como una prueba del funcionamiento del controlador de fuerza con
acomodación activa.
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Capítulo 2
Marco Teórico
2.1 Deﬁnición de un robot paralelo y de la plataforma
de Stewart
Antes de dar una deﬁnición de un robot paralelo, conviene introducir la idea de mecanis-
mo robótico. Un mecanismo robótico es un sistema de cuerpos rígidos, llamados enlaces
o miembros, conectados entre sí por articulaciones [47]. Si varios miembros están interco-
nectados siguiendo un único camino, se dice que forman una cadena cinemática en serie,
mientras que si algún miembro está conectado a otro mediante dos o más caminos se dice
que forman una cadena cinemática en paralelo [61]. En este sentido, un mecanismo puede
estar formado por cualquier combinación de cadenas cinemáticas en serie y/o en paralelo.
Los conceptos introducidos en el párrafo anterior son suﬁcientes para dar una deﬁnición
de robot paralelo. Un robot paralelo es una cadena cinemática en paralelo conformada por
dos cuerpos, una base y un efector ﬁnal, unidos entre sí por múltiples cadenas cinemáticas
en serie, también llamadas actuadores [47, 18]. Un robot es capaz de interaccionar con
el medio que le rodea mediante el efector ﬁnal (end-eﬀector en inglés), por lo tanto es
de especial importancia poder describir su posición y orientación en el espacio, lo que
se conoce como la pose de un cuerpo rígido. Entonces, se dice que el máximo número de
grados de libertad que puede tener el robot es seis, ya que se necesitan tres coordenadas de
traslación y tres rotaciones independientes para deﬁnir completamente la pose del efector
ﬁnal. La Figura 2.1 muestra un ejemplo de un robot paralelo usado para manipular objetos
en aplicaciones industriales.
Para efectos de esta tesis, el robot paralelo de interés es aquel que presenta las siguien-
tes características:
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Figura 2.1: Robot paralelo IRB-360 de ABB [2].
.
• Las cadenas cinemáticas en serie están conformadas únicamente por dos elementos
que forman una articulación prismática. Una articulación prismática permite que
un elemento se deslice respecto a otro a lo largo de un eje deﬁnido por la geometría
de la articulación [61], por lo que estos actuadores se pueden ver como patas de
longitud variable.
• El número de cadenas cinemáticas que tiene el robot es seis, por lo tanto el robot
presenta seis grados de libertad.
• Las articulaciones que unen a los actuadores con la base y con el efector ﬁnal son
de tipo esféricas. Una articulación esférica permite que un elemento gire respecto al
otro libremente alrededor de la articulación [61], por lo tanto permite que el actuador
y la base se acomoden al movimiento que se está realizando.
Este tipo de robot se conoce como plataforma de Gough-Stewart, o simplemente plata-
forma de Stewart, y debe su nombre a Gough, quien estableció las primeras nociones de
un robot con estas catacterísticas y construyó un prototipo en 1955 [20], y a Stewart
quien propuso una topología similar para implementar un simulador de vuelo [56]. La
Figura 2.2 muestra una foto de un robot cuyo diseño está basado en una plataforma de
Gough-Stewart.
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Figura 2.2: Ejemplo de un robot basado en una plataforma de Stewart [24].
2.2 Posición y orientación de un cuerpo rígido en el
espacio
2.2.1 Sistemas de referencia
El sistema de referencia denotado por XY Z es un sistema de coordenadas que viene deter-
minado por un origen, denotado OXY Z , y una triada de vectores mutuamente ortogonales
que forman una base en R3, que se encuentra unido a un cuerpo rígido [47].
La noción de que un sistema de referencia está adjunto a un cuerpo es de vital im-
portancia en robótica, ya que esto implica que las coordenadas de todos los puntos que
lo conforman son constantes en dicho sistema. En este sentido, es posible describir com-
pletamente la pose de dicho cuerpo indicando la posición de un punto, que puede ser el
origen, y la orientación de los ejes de su sistema de referencia adjunto con respecto a un
determinado sistema de referencia ﬁjo [39]. Por razones obvias, el sistema unido al cuerpo
usualmente recibe el nombre de sistema móvil.
A continuación se introducirán herramientas que permitirán describir posiciones y
orientaciones en el espacio.
2.2.2 Posición de un cuerpo rígido
Sean A un sistema ﬁjo y B un sistema trasladado respecto a A, tal y como se muestra en
la Figura 2.3. La posición del origen OB respecto a A viene dada por el vector
pA =
 pAxpAy
pAz
 (2.1)
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donde los subíndices x,y y z identiﬁcan las componentes del vector pA sobre cada uno de
los ejes de A. En general, cualquier punto Q cuya posición en el sistema B viene dada
por el vector qB = [qBx q
B
y q
B
z ]
T puede ser representado en el sistema A mediante la
ecuación
qA = pA + qB (2.2)
donde qA = [qAx q
A
y q
A
z ]
T es la posición de Q respecto al sistema A y pA viene dado
por la ecuación (2.1).
Figura 2.3: Representación de la posición de un cuerpo rígido.
Suponiendo que B es un sistema de referencia móvil unido al efector ﬁnal de un robot y
A un sistema de referencia ﬁjo, entonces es posible describir completamente la posición del
efector respecto a este último sistema con tan sólo conocer pA ya que, como se mencionó
en la sección 2.2.1, todos sus puntos se encuentran ubicados en posiciones ﬁjas en B y
serán trasladados a unas nuevas posiciones en A, que vendran dadas por la ecuación (2.2).
2.2.3 Matrices de rotación
Sean A un sistema de referencia determinado y {x,y, z} los vectores unitarios a lo largo de
sus ejes. Se puede obtener un nuevo sistema de referencia A′ con ejes {x′,y′, z′} rotando
A alrededor del eje z por un ángulo α, como se puede ver en la ﬁgura 2.4. La matriz
Rot(z, α) =
 cos(α) − sin(α) 0sin(α) cos(α) 0
0 0 1
 (2.3)
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permite tomar un punto o vector expresado en A′ y transformarlo a su representación
respecto al sistema A. La ecuación (2.3) se conoce como la matriz de rotación de A′ con
respecto a A, y las rotaciones alrededor de los tres ejes son llamadas rotaciones elementales
[19]. Si pA
′
es la posición de un punto P respecto a A′, entonces su posición respecto a A
vendrá dada por el vector:
pA = Rot(z, α)pA
′
(2.4)
Figura 2.4: Rotación de un sistema de referencia A por un ángulo α alrededor del eje z
[48].
Las matrices de rotación con respecto a los ejes restantes, x e y, vienen dadas por:
Rot(x, α) =
 1 0 00 cos(α) sinα
0 − sinα cosα
 (2.5)
Rot(y, α) =
 cos(α) 0 − sin(α)0 1 0
sinα 0 cosα
 (2.6)
Según el Teorema de Rotación de Euler cualquier rotación en el espacio puede ser des-
crita por tres parámetros, por lo que una rotación puede descomponerse en tres rotaciones
elementales sucesivas [63]. Este hecho será aprovechado luego para expresar la orientación
de un cuerpo rígido utilizando los ángulos de Euler.
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2.2.4 Matriz de rotación general
Se puede crear una matriz de rotación sin conocer las rotaciones elementales que la com-
ponen a partir de los vectores unitarios a lo largo de los ejes de A′. Sean xˆ′,yˆ′ y zˆ′ los
vectores unitarios con respecto a A, entonces la matriz de rotación que deﬁne la orientación
de A′ con respecto al sistema de referencia ﬁjo viene dada por [48]:
RAA′ =
[
xˆ′ yˆ′ zˆ′
]
=
 xˆ′x yˆ′x zˆ′xxˆ′y yˆ′y zˆ′y
xˆ′z yˆ
′
z zˆ
′
z
 (2.7)
A manera de ejemplo, se puede comprobar mediante simples operaciones trigonomé-
tricas que las columnas que conforman Rot(z, α) en la ecuación (2.3) efectivamente co-
rresponden a los vectores unitarios de A′ expresados con respecto al sistema de referencia
A.
La ecuación (2.4) aplica para cualquier matriz de rotación, por lo tanto se puede
escribir de la siguiente forma general:
pA = RAA′p
A′ (2.8)
2.2.5 Orientación de un cuerpo rígido y ángulos de Euler
Existen muchas maneras de representar la orientación de un cuerpo rígido en el espacio
[47]. Los ángulos de Euler es una de ellas. Aprovechando el hecho ya mencionado en la
sección 2.2.3 de que cualquier rotación aplicada a un sistema de referencia se puede des-
cribir mediante una secuencia de tres rotaciones elementales, se deﬁnen los ángulos de
Euler como tres ángulos de rotación sucesivos sobre tres ejes de coordenadas arbitrarios,
siempre que ningún par de rotaciones contiguas se den sobre un mismo eje [19]. Se co-
mienza haciendo coincidir al sistema ﬁjo y al sistema móvil en el espacio y luego se rota
este último siguiendo la secuencia de estos ángulos de tal forma que llegue a la pose ﬁnal.
La elección de los ejes sobre los cuales se aplicarán las rotaciones varía de autor en
autor, al igual que la elección de hacer las rotaciones sobre los ejes del sistema ﬁjo o
sobre ejes intermedios generados por el sistema móvil que va rotando. Esto ha llevado a
la aplicación de distintas convenciones que se nombran de acuerdo a los ejes sobre los que
se aplican las rotaciones, por ejemplo ZXZ o ZXY . En esta tesis se usará esta última
convención, en la que cada ángulo se reﬁere a una rotación sobre un eje distinto del
sistema ﬁjo.
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Por ejemplo, sean A el sistema de referencia ﬁjo con ejes xˆ, yˆ y zˆ, y B el sistema de
referencia móvil. Primero se rota B por un ángulo α alrededor de zˆ, lo que genera B′.
Luego, se rota B′ por un ángulo β alrededor de xˆ, resultando en un nuevo sistema B′′.
Finalmente, se rota B′′ alrededor de yˆ por un ángulo γ obteniendose el sistema ﬁnal con
la pose deseada. Los ángulos de Euler serían {α, β, γ}. Esta convención también recibe el
nombre de ángulos de Tait-Bryan [19], aunque otros autores los llaman Alabeo, Cabeceo
y Guiñada (en inglés Roll, Pitch y Yaw), debido a su relación con la descripción del
movimiento de una aeronave [13, 29, 8]. En la Figura 2.5 se ilustra el proceso explicado
en este ejemplo.
Figura 2.5: Rotación de un sistema de referencia alrededor de ejes ﬁjos usando ángulos de
Euler.
Para ﬁnalizar, la matriz de rotación de B con respecto a A para una convención
ZXY viene dada por la premultiplicación sucesiva de las rotaciones elementales que la
componen:
RAB = Rot(y, γ)Rot(x, β)Rot(z, α) (2.9)
El orden en que se aplican estas rotaciones importa ya que la multiplicación de ma-
trices no es conmutativa. Además, hay que destacar la diferencia entre premultiplicar y
postmultiplicar las matrices elementales que componen la rotación. El primer caso se usa
cuando las rotaciones se ejecutan con respecto a los ejes del sistema de referencia ﬁjo,
mientras que el úlimo caso aplica cuando las rotaciones se realizan con respecto a los ejes
sistema de referencia móvil [53].
2.3 Transformaciones homogéneas
Ya se ha visto cómo describir la posición y orientación de un cuerpo rígido mediante la
posición del origen y la orientación de su sistema de referencia adjunto. Es de interés
derivar una ecuación que permita obtener la posición de un punto P en el sistema ﬁjo,
Control de posición con acomodación activa de una plataforma de Stewart. 12
denotada por pA, a partir de su posición en el sistema móvil pB. Se puede ver en la Figura
2.6 que
pA = oA +OP (2.10)
donde OP denota un vector que va de O a P expresado en el sistema de referencia A.
Esto ya se había constatado en la sección 2.2.2 para el caso de un sistema trasladado. Sin
embargo, en el caso general B también está rotado respecto a A, por lo que OP no es
igual a pB. Sea RAB la matriz de rotación de B respecto a A. Entonces, usando la ecuación
(2.8) se tiene que:
OP = RABp
B
pA = oA + RABp
B (2.11)
Figura 2.6: Rotación y traslación de un sistema de referencia
La ecuación (2.11) representa la posición y orientación de un cuerpo rígido que ha
sido rotado alrededor de un cierto eje y trasladado respecto a un sistema de referencia ﬁjo
[61]. Sin embargo, la expresión no es compacta y complica los cálculos cuando se trata
de resolver el problema inverso, es decir, obtener pB a partir de pA [48]. Con el ﬁn de
obtener una expresión compacta en forma de una multiplicación de matriz por vector, se
introduce el concepto de transformaciones homogéneas.
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2.3.1 Coordenadas homogéneas
Sea v = [vx vy vz]
T un vector en el espacio euclidiano. Entonces su representación en
coordenadas homogéneas es un vector de cuatro componentes que viene dado por
v =

vxw
vyw
vzw
w
 (2.12)
de tal forma que w actúa como un factor de escalamiento y permite que un vector en R3
tenga múltiples representaciones en el espacio homogéneo. Este factor se establece como
la unidad en el análisis de robots [8], por lo que en esta tesis las coordenadas homogéneas
de v son simplemente v = [vx vy vz 1]
T .
Los vectores de la forma a = [ax ay az 0]T tienen un signiﬁcado especial ya que
representan vectores en el inﬁnito, y se usan para indicar direcciones.
2.3.2 Transformación de traslación
Una transformación de traslación es una matriz 4x4 que viene dada por:
Trans(x, y, z) =

1 0 0 x
0 1 0 y
0 0 1 z
0 0 0 1
 (2.13)
Premultiplicar un vector v por la matriz Trans(x, y, z) dará como resultado
w =

1 0 0 x
0 1 0 y
0 0 1 z
0 0 0 1


vx
vy
vz
1
 =

vx + x
vy + y
vz + z
1
 (2.14)
lo que equivale a la suma de v y [x y z]T en el espacio euclidiano.
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2.3.3 Transformación de rotación
Una transformación de rotación en el espacio homogéneo se puede obtener a partir de las
matrices de rotación descritas en la subsección 2.2.4, extendiéndolas a cuatro dimensiones.
En este sentido, si se tiene una matriz de rotación cualquiera
R =
 r11 r12 r13r21 r22 r23
r31 r32 r33

su transformación homogénea equivalente vendrá dada por:
Rot =

r11 r12 r13 0
r21 r22 r23 0
r31 r32 r33 0
0 0 0 1
 (2.15)
La transformación de rotación también se puede obtener a partir de la ecuación (2.7),
representando los ejes de coordenadas del sistema {xˆ′, yˆ′, zˆ′} como direcciones en el es-
pacio homogéneo agregándoles una cuarta componente de valor cero, y añadiendo una
cuarta columna [0 0 0 1]T a la matriz que representaría una traslación nula.
2.3.4 Matriz de transformación homogénea
Se puede premultiplicar la ecuación (2.15) por la ecuación (2.13) para obtener:
T =

r11 r12 r13 x
r21 r22 r23 y
r31 r32 r33 z
0 0 0 1
 = [ xˆ yˆ zˆ o ] (2.16)
La matriz T se puede interpretar como cuatro vectores que describen un nuevo sistema
de coordenadas, de tal forma que {xˆ, yˆ, zˆ} forman las direcciones de los ejes de coorde-
nadas y o indica la posición de su origen [39]. En este sentido, la ecuación (2.16) no sólo
permite obtener una expresión compacta para transformar puntos entre un sistema móvil
y un sistema ﬁjo de la forma
pA = TpB (2.17)
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sino que también deﬁne completamente la posición y orientación del sistema de referencia
móvil relativo al sistema de referencia ﬁjo. Dado que el primero se encuentra adjunto a
un cuerpo rígido de una manera conocida, entonces también se conocerán la posición y la
orientación de éste mediante la matriz T.
2.4 Coordenadas generalizadas de un sistema
Las coordenadas generalizadas de un sistema se deﬁnen como las variables usadas para
expresar de manera única su posición y orientación, de las cuales se necesitan un número
de variables igual a los grados de libertad del sistema [17]. Para el caso particular de
esta tesis, conviene deﬁnir un conjunto de seis coordenadas generalizadas que expresen de
manera compacta la posición y orientación de un cuerpo rígido.
Es evidente, luego de haber presentado los conceptos de esta sección, que las variables
más convenientes a elegir son las tres componentes de posición del origen del sistema de
coordenadas adjunto al cuerpo y los tres ángulos de Euler que expresan su orientación.
Entonces, se deﬁne el vector de coordenadas generalizadas de un cuerpo rígido como
X(x, y, z, α, β, γ) =

x
y
z
α
β
γ
 (2.18)
al que se nombrará de ahora en adelante, por simplicidad, como la posición de un cuerpo
rígido. La expresión (2.18), además de ser compacta, también va a ser de utilidad en el
desarrollo de este trabajo cuando se realice el análisis cinemático del robot.
2.5 Localización de un punto a partir de distancias a
estaciones conocidas: Trilateración
La trilateración es un método utilizado para determinar la posición de un objeto a partir
de las distancias entre el mismo y tres puntos de coordenadas conocidas, que se aplica
en distintas disciplinas como la radionavegación, gráﬁcos por computadora y robótica.
Thomas y Ros han propuesto una metodología sencilla y conveniente para resolver este
Control de posición con acomodación activa de una plataforma de Stewart. 16
problema [60]. Así, sean tres puntos conocidos P1, P2 y P3, y las distancias l1, l2 y l3 entre
ellos y un punto de interés P4. Entonces, las coordenadas de éste se pueden determinar
usando la fórmula de trilateración
p1,4 =
1
D(1, 2, 3)
(
−D(1, 2, 3; 1, 3, 4)p1,2 +D(1, 2, 3; 1, 2, 4)p1,3 ±
√
D(1, 2, 3, 4)(p1,2 × p1,3)
)
(2.19)
donde pi,j = pj − pi, y D(i1, . . . , in; j1, . . . , jn) se conoce como el bi-determinante de
Cayley-Menger entre las secuencias de puntos Pi1 , . . . , Pin y Pj1 , . . . , Pjn , y viene dado
por:
D(i1, . . . , in; j1, . . . , jn) = 2
(
−1
2
)n ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 · · · 1
1 si1,j1 · · · si1,jn
...
...
. . .
...
1 sin,j1 · · · sin,jn
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.20)
Cuando las dos secuencias de puntos involucradas en la ecuación anterior son las
mismas, la notación se simpliﬁca a D(i1, . . . , in) y el resultado se le llama el determinante
de Cayley-Menger de dicha secuencia de puntos.
2.6 Descomposición en valores singulares de una matriz
La descomposición en valores singulares (SVD por sus siglas en inglés) es una manera de
factorizar una matriz M de m× n, m ≥ n, como una multiplicación de tres matrices, de
manera que M viene dada por
M = USVT (2.21)
donde Um×m y Vn×n son matrices ortogonales, es decir, cumplen UTU = Im×m, VTV = In×n.
La matriz S es de las mismas dimensiones que M y es diagonal con cada uno de sus
elementos positivos, conocidos como los valores singulares de M [7]. Esos valores por
convención van ordenados de mayor a menor a lo largo de la diagonal. Por su parte, a las
columnas de U y V se les llaman los vectores singulares a izquierdas y a derechas de M,
respectivamente [25].
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El cálculo de las matrices que conforman la descomposición en valores singulares para
una matriz no es de interés para este trabajo. Una explicación de cómo hacerlo se puede
conseguir en [58], y hoy en día las herramientas de software para matemáticas tienen
funciones que realizan este cálculo. Lo importante es su aplicabilidad en el procesamiento
de datos. Una SVD se puede usar como un método para obtener la recta o el plano que
mejor se ajusta a nube de puntos, minimizando la distancia ortogonal entre los puntos y
dicha recta o plano. Söderkvist demuestra en [51] que, dada una serie de puntos en tres
dimensiones p1, . . . ,pn, se puede usar el siguiente procedimiento para hallar la recta y el
plano de mejor ajuste a estos puntos:
1. Determinar el centroide de los datos c =
∑n
i=1 pi.
2. Construir una matriz A, dada por A = [p1 − c · · · pn − c]T .
3. Computar la descomposición en valores singulares de A = USVT .
El plano de mejor ajuste vendrá dado entonces por U: la tercera columna es la normal
del plano y las dos primeras columnas son vectores ortogonales paralelos al mismo. Se
hace evidente entonces que U también se puede ver como una matriz de rotación que
deﬁne un sistema de coordenadas cuyos ejes X e Y determinan el plano y Z su normal.
Debido a que A no es más que los datos desplazados por su centroide, el plano obtenido
pasará por el origen. Esto hay que tenerlo en cuenta si se quieren proyectar los puntos
sobre el mismo o si se quiere usar U como una matriz de transformación, en cuyo caso
habría que trasladar sumando c.
Por último, la recta de mejor ajuste se obtiene usando el mismo procedimiento, en
cuyo caso el vector directo de la misma vendrá dado por la primera columna de U y c
será un punto perteneciente a ella. Así, ya recta queda completamente deﬁnida.
2.7 Expresiones matemáticas compactas de velocidades
y fuerzas: Teoría de tornillos
La teoría de tornillos (en inglés, screw theory) fue desarrollada por Sir Robert Stawell Ball
en 1876 [55]. Los conceptos introducidos por esta teoría permiten expresar las fuerzas y
velocidades experimentadas por un cuerpo rígido de forma conveniente mediante un vector
en seis dimensiones. Por ello, ha cobrado importancia en el campo de la robótica como
una herramienta para el análisis cinemático y estático de mecanismos [57]. A continuación
se presentan los aspectos de esta teoría que son relevantes para esta tesis.
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2.7.1 Coordenadas de Plücker de una recta
Las coordenadas de Plücker son una forma conveniente de deﬁnir de manera única rectas
en el espacio, incluso aquellas que no pasan por el origen. Sea uˆ un vector unitario paralelo
a la recta S y r la posición de un punto cualquiera sobre la misma respecto al origen [47].
Entonces la coordenadas de Plücker de S, denotadas por (L,M,N, P,Q,R) vienen dadas
por:
Sˆ =

L
M
N
P
Q
R
 =
[
uˆ
r × uˆ
]
=
[
uˆ
n
]
(2.22)
El vector uˆ deﬁne la dirección de S y n deﬁne su localización, por lo que las coorde-
nadas de Plücker describen completamente a a una recta en el espacio.
2.7.2 Torsor resultante de un sistema de fuerzas
Uno de los teoremas fundamentales de la teoría de tornillos es el Teorema de Poinsot:
Teorema 1 (Poisont) Todo sistema de fuerzas es equivalente a una sola fuerza sobre
una determinada recta de acción, más un par con momento paralelo a dicha fuerza.
Sea F 1, . . . ,F n y τ 1, . . . , τm un sistema de fuerzas y momentos que actúan sobre un de-
terminado cuerpo rígido. Entonces, se deﬁne el Torsor (en inglés, wrench) del sistema,Wˆ ,
como el vector de seis componentes dado por:
Wˆ =
[
F
τ0
]
=
[ ∑n
i=1 F i
rs × (
∑n
i=1 F i)
]
+
[
0
τ
]
(2.23)
siendo rs la posición de un punto cualquiera sobre la recta de aplicación, que también
puede ser considerado como el punto de aplicación de la fuerza [4]. τ es el momento
paralelo a F producto de la actuación de τ 1, . . . , τm sobre el cuerpo, mientras que la
componente que acompaña a F es el momento debido a que ésta se aplica en un punto
distinto al origen.
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Las coordenadas de Plücker de la recta de aplicación S se pueden obtener a partir de
Wˆ conociendo que su dirección es la misma que la de la fuerza resultante, fˆ , por lo que
solamente faltaría determinar rs. Éste viene dado por:
rs =
F × τ0
||F ||2 (2.24)
Finalmente, las coordendas de S serán [43]:
Sˆ =
[
fˆ
rs × fˆ
]
(2.25)
Se puede ver que Wˆ brinda una notación compacta para representar fuerzas y mo-
mentos aplicados sobre el efector ﬁnal del robot, a la vez que proporciona información
completa sobre la recta de aplicación de la fuerza resultante.
2.7.3 Rotor de un campo de velocidades
De manera análoga al caso de un sistema de fuerzas, se puede enunciar el Teorema de
Chasles:
Teorema 2 (Chasles) Todo desplazamiento ﬁnito de un sólido rígido se puede conseguir
mediante una rotación alrededor de un eje, y una traslación paralela al mismo.
Así, el desplazamiento de un cuerpo rígido se puede expresar como el rotor (en inglés,
twist) [4]:
Tˆ =
[
ω
v0
]
=
[
ω
ω × rs
]
+
[
0
v
]
(2.26)
En la ecuación anterior, rs es la posición del punto sobre el eje que se encuentra más
cercano al origen y v0 es la velocidad paralela a w a la que se reﬁere el Teorema de
Chasles. De manera similar al caso anterior, se puede demostrar que las coordenadas de
Plücker del eje de rotación S se pueden obtener como [43]:
rs =
ω × v0
||ω||2 (2.27)
Sˆ =
[
ωˆ
rs × ωˆ
]
(2.28)
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2.8 Cinemática de una plataforma de Stewart
La cinemática es la rama de la física que describe el movimiento de objetos en el espacio sin
considerar las fuerzas que causan dicho movimiento [9]. Entonces, la cinemática aplicada a
un robot busca estudiar la posición, velocidad y aceleración y todas aquellas propiedades
que evolucionen con el tiempo y que tengan que ver con la geometría del robot [13].
En particular, el problema principal de un análisis cinemático consiste en establecer la
relación entre la posición del efector ﬁnal y las variables de las articulaciones [8].
Muchos autores, entre ellos Spong [53] y Siciliano [48], abordan el análisis primero bajo
condiciones estáticas (sin velocidades ni otras derivadas de mayor orden) y luego toman en
cuenta el movimiento a lo largo del tiempo. Esta sección tratará el primer caso, aplicado
a la particularidad de una plataforma de Stewart, ya que para los ﬁnes de este trabajo no
es importante conocer la relación entre las velocidades o aceleraciones del efector ﬁnal y
las velocidades o aceleraciones de los actuadores.
De forma general, existen dos problemas principales en el análisis cinemático de un ro-
bot: la cinemática inversa y la cinemática directa [8]. Estos serán tratados en las siguientes
subsecciones.
2.8.1 Espacio de actuadores y espacio operacional
Sea q un vector de n componentes, donde cado uno de ellos especiﬁca la posición de
cada uno de los n actuadores que conforman el robot paralelo. Éste se conoce como las
coordenadas de los actuadores [18]. Entonces, el espacio de todos los vectores q posibles se
llama espacio de actuadores o de articulaciones. Por otro lado, el espacio operacional es
aquel conformado por todos los vectores X posibles que deﬁnen la posición y orientación
del efector ﬁnal con respecto a un sistema de referencia ﬁjo [13].
En esta tesis el espacio de actuadores será aquel conformado por las longitudes de las
seis articulaciones prismáticas que componen la plataforma, de tal forma que q será un
vector 6x1. El espacio operacional vendrá dado el vector X de coordenadas generalizadas
deﬁnido la subsección 2.4, el cual describe la posición y orientación del efector ﬁnal.
2.8.2 Cinemática inversa
El problema de la cinemática inversa consiste en determinar las longitudes de las patas
dada la posición y orientación del efector ﬁnal [47]. La resolución de este problema es de
gran importancia para el área de control de posición, donde se necesita que el efector ﬁnal
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siga una determinada trayectoria. Para lograr esto, es necesario conocer el valor de las
longitudes de los actuadores que producen el movimiento deseado [6].
Mientras que para un robot serie el problema cinemático inverso es considerado comple-
jo, éste es sencillo de resolver para el caso de un manipulador paralelo [21]. Efectivamente,
muchos de los métodos se basan en utilizar información sobre cómo está construido el ro-
bot para obtener las coordenadas de los puntos terminales de las patas respecto al sistema
de referencia ﬁjo [18, 31]. Esto es posible debido a que se puede determinar la matriz de
transformación del sistema móvil al ﬁjo a partir de la posición y orientación del efector
ﬁnal. Teniendo esta información, se puede calcular de manera sencilla la longitud de los
actuadores mediante la distancia entre sus puntos iniciales y ﬁnales.
2.8.3 Cinemática directa
El problema de la cinemática directa es el inverso al descrito anteriormente: dadas las
longitudes de las patas, determinar la pose del efector ﬁnal [47]. Éste es considerado como
un problema desaﬁante en el caso de robots paralelos [33], y hasta la fecha no se ha
logrado derivar una solución en forma cerrada [42]. A pesar de que la formulación del
problema varía según la forma del manipulador empleado, la solución generalmente se
obtiene mediante alguna de las siguientes aproximaciones [52]:
• Generar un polinomio en una variable que usualmente es el ángulo que forman la
base con uno de los planos deﬁnidos por dos patas cuando éstas comparten una
articulación. El orden del polinomio obtenido depende de la topología del robot.
Para el arquitectura más general de una plataforma de Stewart, Dietmaier demostró
que se obtienen cuarenta (40) soluciones [14]. En el caso de la plataforma usada en
este trabajo, Thomas y col. obtuvieron un polinomio de orden ocho (8), por lo que
no se puede obtener una solución en forma cerrada [42]. Evidentemente, es necesario
utilizar algún procedimiento que permita conseguir la solución correcta.
• Utilizar métodos numéricos para resolver un conjunto reducido de ecuaciones no
lineales. Entre los autores que han formulado este tipo de aproximación se encuentra
Ku [27], Liu y col. [31] y Song y Kwon [52]. Todos ellos utilizaron un método
de Newton-Raphson que obtiene en pocas iteraciones la solución de la cinemática
directa a partir de una estimación inicial.
• Agregar sensores adicionales a la plataforma que permitan obtener información ne-
cesaria para simpliﬁcar el problema.
Los autores citados tienen en común que han tenido que aplicar restricciones sobre
la estructura geométrica del manipulador para poder simpliﬁcar sus formulaciones. La
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descripción de las distintas restricciones utilizadas por estos investigadores se sale del
ámbito de esta tesis. Debido a la complejidad de la solución polinómica planteada por
Thomas y col., en este trabajo se optó por utilizar un método numérico basado en Newton-
Raphson que permite, a partir de las posiciones anteriores del robot, determinar la posición
actual en pocas iteraciones.
El método de Newton-Rhapson es un procedimiento iterativo se usa para resolver
ecuaciones numéricamente. El objetivo del método es converger, a partir de una estimación
inicial x0, al valor de x de una cierta función f(x) que hace que ésta se anule, es decir,
busca la raíz de dicha función [5].
La idea de aproximaciones lineales es lo que da lugar al método de Newton-Raphson.
Sea f(x) una función de buen comportamiento y x0 una estimación inicial de su raíz r.
La expansión en series de Taylor de primer orden de f alrededor de x0 será:
f(x) = f(x0) + f
′(x0)(x− x0) (2.29)
La ecuación (2.29) es la tangente de la función en el punto x0. Se quiere buscar el valor
de x para el cual f se anula, por lo que:
f(x1) = f(x0) + f
′(x0)(x1 − x0) = 0
x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)
(2.30)
Esta última permite obtener x1, un valor más cercano a r. La idea es utilizar la tangente
que pasa por este nuevo punto para obtener otro valor x2, luego x3, x4 y así sucesivamente
hasta que se llegue a un xi que será lo suﬁcientemente cercano a r. Se puede generalizar
la ecuación anterior para todo xi, lo que resulta en:
xi+1 = xi − f(xi)
f ′(xi)
(2.31)
Se sabrá que xi es lo suﬁcientemente igual a r si f(xi) ≤ e , donde e es un cierto error a
deﬁnir según qué tan preciso se quiere que sea el método. Existe un compromiso en elegir e
ya que, si se elige un valor demasiado pequeño, el método podría pasar muchas iteraciones
antes de converger. La Figura 2.7 muestra un diagrama de ﬂujos de un algoritmo de
Newton-Raphson.
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Figura 2.7: Diagrama de ﬂujos de un algoritmo de Newton-Raphson.
Evidentemente, este procedimiento no funciona para todas las funciones. El método
puede diverger y nunca llegar a la solución correcta, bien sea porque la estimación inicial
se encuentra muy lejos de r o la función es numéricamente inestable (cambios pequeños
en sus coéﬁcientes producen grandes variaciones en su valor). Para que una función tenga
buen comportamiento, su segunda derivada debe existir y ser continua alrededor de r [5].
Además de esto, el algoritmo tiene la desventaja de que necesita una estimación inicial, y
requiere que se tenga una expresión matemática o una aproximación numérica de f ′(x).
Esto limita su aplicabilidad en funciones donde las derivadas sean difíciles de calcular.
2.9 Análisis estático de una plataforma de Stewart: Ma-
triz Jacobiana
El objetivo de un análisis estático en robots paralelos consiste en determinar la relación
entre la fuerza generalizada aplicada al efector ﬁnal y las fuerzas ejercidas en sobre los
actuadores suponiendo condiciones de equilibrio estático, es decir, con el sistema en reposo
o moviéndose a una velocidad constante [48]. Para todo manipulador, se cumple que existe
una aplicación lineal entre las cantidades involucradas de la forma:
Wˆ = Jf (2.32)
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Figura 2.8: Cálculo de la matriz Jacobiana.
siendo f = [f1 · · · fn]T el vector de fuerzas aplicadas a los n actuadores y J es una matriz
n× 6 conocida como la matriz Jacobiana del manipulador, o simplemente Jacobiano.
Frigola y col. derivaron una expresión matemática de J aplicable a una plataforma de
Stewart [16]. Teniéndose en cuenta el trabajo de estos autores, uˆi es el vector unitario
que va a lo largo del actuador i y ri es la posición de la articulación universal que une al
actuador con la base, tal como se muestra en la Figura 2.8. La fuerza y par resultantes
ejercidos sobre el manipulador vienen dados por:
Wˆ =
[
F
τ
]
=
[ ∑6
i=1 fiuˆi∑6
i=1 ri × fiuˆi
]
(2.33)
Si esta expresión se reescribe de forma similar a la de la ecuación (2.32), se obtiene
directamente la expresión matemática del Jacobiano:
Wˆ =
[
uˆ1 · · · uˆ6
r1 × uˆ1 · · · r6 × uˆ6
] f1...
f6

J =
[
uˆ1 uˆ2 uˆ3 uˆ4 uˆ5 uˆ6
r1 × uˆ1 r2 × uˆ1 r3 × uˆ3 r4 × uˆ4 r5 × uˆ5 r6 × uˆ6
]
(2.34)
Se puede observar que las columnas de J son las coordenadas de Plücker de las rectas
deﬁnidas por los actuadores. Es evidente que el valor de la matriz Jacobiana depende de
la conﬁguración en que se encuentre el manipulador, lo que muchas veces se representa
explícitamente mediante la notación J(q).
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Si la matriz no es singular, se pueden obtener las fuerzas en las patas invirtiendo J:
f = J−1Wˆ (2.35)
Esto lleva a preguntarse para qué conﬁguraciones de la plataforma J es singular, es
decir, no es invertible. Todos los manipuladores tienen conﬁguraciones singulares, la ma-
yoría en la frontera del espacio de trabajo y algunas dentro de éste [13]. Desde el punto
de vista estático, una singularidad en un robot paralelo tiene el efecto de que fuerzas en
algunas direcciones pueden ser soportadas estructuralmente, es decir, sin experimentar
fuerzas sobre los actuadores, mientras que las restantes no podrán ser resistidas por el
manipulador [61].
2.10 Control de posición de una plataforma de Stewart
El objetivo de un control de posición para cualquier manipulador es hacer que el efector
ﬁnal de éste siga de manera precisa ciertas especiﬁcaciones de posición y orientación dadas
por el usuario. Estas especiﬁcaciones pueden ser un punto determinado en el espacio, lo
que daría origen a un control punto a punto o un camino contínuo que debe ser seguido
teniendo en cuenta condiciones temporales, para lo cual se realiza control de trayectorias.
El primer caso se presenta generalmente en aplicaciones de manufactura, donde se requiere
que el robot traslade un objeto de un lugar a otro, mientras que el último se plantea en
tareas como pintura de superﬁcies o soldadura de arco, donde es imprescindible controlar
la posición del efector en todo instante de tiempo. En todo caso el movimiento del robot
debe ser, por regla, tan suave como sea posible, es decir, evitando cambios bruscos en su
posición, velocidad o aceleración [4].
El objetivo de esta sección es describir brevemente este problema en función de los
ﬁnes de esta tesis, así como brindar herramientas para generar las entradas de referencia
a los actuadores, de tal forma que el robot vaya a un punto indicado o siga la trayectoria
deseada. Lograr este objetivo es fundamental ya que el movimiento de un robot siempre
se realiza en el espacio de actuadores [50], sobre el cual se implementa una ley de control
determinada como puede ser un simple PID u otros más complejos, tales como un contro-
lador adaptativo o un controlador robusto [54]. Si se planiﬁca una trayectoria suave en el
espacio de actuadores, se garantizará un movimiento suave en el espacio operacional [4].
El caso de un control punto a punto se presenta a continuación.
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2.10.1 Control punto a punto
El objetivo de un controlador punto a punto es hacer que el robot vaya de una pose XA
a una pose XB, usualmente en el menor tiempo posible. Bajo estas condiciones, sólo es
necesario determinar el vector qB de longitudes de los actuadores para el punto ﬁnal,
lo cual puede hacerse fácilmente mediante el algoritmo de la cinemática inversa de la
plataforma en cuestión. Así, un esquema de control válido para un control punto a punto
se muestra en la Figura 2.9.
Figura 2.9: Esquema de control para movimientos punto a punto.
El recorrido que sigue el efector ﬁnal en el espacio entre A y B será completamente
impredecible. Esto se debe a que cada pata puede tener distancias distintas que recorrer,
por lo que una de ellas puede llegar a su posición ﬁnal antes que otra. En este sentido, el
controlador propuesto en la Figura 2.9 sólo garantiza las poses iniciales y ﬁnales, por lo
tanto aplicable únicamente en ambientes donde la interacción con objetos es poco probable
y la incertidumbre del camino no cause daños [50].
2.10.2 Control punto a punto usando perﬁles de velocidad trape-
zoidales
Si se quiere un controlador de posición optimizado que asegure que el manipulador llegue
a su pose ﬁnal en un tiempo tB con todos los actuadores llegando a sus longitudes ﬁnales
al mismo tiempo, será necesario hacer una planiﬁcación de las variables de los actuadores
que tome en cuenta la velocidad y aceleración de los mismos. Según Siciliano y col. [48],
para este ﬁn se puede escoger un perﬁl de posición que haga que la pata acelere hasta una
velocidad constante, lo cual haría que aumente su posición de manera lineal, y ﬁnalmente
desacelere hasta llegar a la longitud deseada con velocidad cero en tB. El resultado será
una función de posición suave con un perﬁl trapezoidal de la velocidad y aceleraciones
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constantes en los extremos, es decir
qi(t) =

a10 + a11t+ a12t
2 : 0 < t < tp
a20 + a21t : tp < t < tB − tp
a30 + a31t+ a32t
2 : tB − tp < t < tB
(2.36)
para un cierto tp a determinar. Como entradas se especiﬁcan qA, qB, tB y q¨p, esta última
siendo la aceleración/desaceleración en los segmentos parabólicos y que debe cumplir con:
|q¨p| ≥ 4|qB − qA|
t2B
(2.37)
A partir de la aceleración se puede determinar tp como:
tp =
tB
2
− 1
2
√
t2B q¨p − 4(qB − qA)
q¨p
(2.38)
La Figura 2.10 ilustra un ejemplo para los valores tB = 10, qA = 0, qB = 3 y q¨p = 0,2.
Si P1(t), P1,2(t) y P2(t) son los polinomios de la ecuación (2.36) de arriba hacia abajo ,
entonces los coeﬁcientes se pueden determinar aplicando las condiciones de contorno
P1(0) = qA (2.39a)
P˙1(0) = 0 (2.39b)
P2(tB) = qB (2.39c)
P˙2(tB) = 0 (2.39d)
P˙1(tp) = P˙1,2 (2.39e)
junto con el hecho de que las aceleraciones en P1 y P2 son datos especiﬁcados.
Una solución de este tipo asegurará que el efector ﬁnal llegue a la pose XB con todos
los actuadores deteniéndose en sus posiciones ﬁnal en un tiempo tB. Sin embargo, esto
no garantiza que el efector realice un movimiento en línea recta entre ambos puntos del
espacio. Esto es debido a las relaciones no lineales que hay entre la posición del robot y
la posición de los actuadores.
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Figura 2.10: Perﬁl de posición, velocidad y aceleración para un control punto a punto.
2.10.3 Seguimiento de trayectorias en espacio operacional
Una trayectoria se deﬁne como una secuencia temporal de puntos conformada por una pose
inicial A, una pose ﬁnal B y una serie de poses intermedias del efector ﬁnal, mientras que
la curva que sigue éste en el espacio se conoce como camino o recorrido [10]. Para poder
hablar de una trayectoria, primero es necesario describir el recorrido que se quiere seguir.
Para tal propósito se recurre a las representaciones paramétricas de caminos en el espacio,
las cuales deﬁnen completamente la posición del efector. En el caso de la orientación, se
verá en breve que se pueden usar perﬁles polinomiales como los descritos en la subsección
2.10.2 para crear un recorrido entre una orientación inicial y ﬁnal.
Representación paramétrica de un camino en el espacio
Una representación paramétrica de una curva es una función f : σ ∈ [a, b] −→ R3 que
describe una curva en el espacio en función de un parámetro σ [32]. Los extremos del
camino son f(a) y f(b), que vendrían siendo la posición del efector ﬁnal en A y en B,
respectivamente. Dos recorridos utilizados en esta tesis son los de un segmento rectilíneo
y un círculo en un plano, para los cuales Siciliano y col. [48] propusieron representaciones
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paramétricas en funcion de la longitud de arco que va recorriendo el punto a lo largo de
la curva.
Sea Pi y Pf dos puntos de una recta en el espacio con posiciones pi y pf . Entonces la
representación paramétrica de un segmento a lo largo de esta recta viene dada por
r(s) = pi +
s
||pf − pi||(pf − pi) (2.40)
siendo Pi su punto inicial y s ∈ [0, l], con l la longitud del segmento. Por otro lado, sea c
el vector que apunta al centro de un círculo, nˆ el vector unitario a lo largo de su eje y d
la posición de un punto sobre su circunferencia. Se puede crear un sistema de referencia
C ′ cuyos ejes vienen deﬁnidos por xˆ′ = d − c, zˆ′ = nˆ y yˆ′ = zˆ′ × xˆ′. Entonces, la
representación paramétrica de dicho círculo respecto a C ′ viene dada por:
f ′(s) =
 R cos(s/R)R sin(s/R)
0
 (2.41)
En la representación anterior R = ||d − c|| es el radio del círculo y s ∈ [0, 2piR] para
obtener una vuelta. Se puede pasar la función a un sistema de referencia ﬁjo C usando la
transformación de la ecuación (2.11):
f(s) = c+ RCC′f
′(s) (2.42)
Los vectores involucrados se pueden escoger de tal manera que los ejes de C ′ tengan la
misma dirección de los vectores de C, para que así RCC′ se convierta en la matriz identidad
y la transformación anterior quede simpliﬁcada.
Creación de un camino para la orientación
Las representaciones paramétricas descritas arriba describen únicamente las posiciones,
más no orientaciones. Para este último caso, se puede especiﬁcar la orientación deseada
mediante una pose inicial y una pose ﬁnal. La cuestión quedaría en cómo hacer que el
efector vaya de manera suave desde el valor inicial hasta el valor ﬁnal en un tiempo tB.
Ya se describió en la subsección 2.10.2 una manera de crear perﬁles contínuos de posición,
velocidad y aceleración haciendo que la variable involucrada sea una función en trozos
formada por polinomios de primer y segundo orden. El mismo procedimiento se puede
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utilizar aquí para crear una ley de tiempo para los tres ángulos de la Euler involucrados
[50]. Así, se obtendrán α(t), β(t) y γ(t), cada uno de ellos con una forma deﬁnida por la
ecuación (2.36).
Falta considerar la situación en el que el usuario no sólo especiﬁca las orientaciones
iniciales y ﬁnales, sino también una secuencia temporal de poses intermedias. Para estos
casos, se usará un método de interpolación de polinomios que consiste en utilizar funciones
del tipo de la ecuación (2.36) entre los puntos de interés y unirlas en esos puntos utilizando
condiciones de continuidad. Este método será explicado en la subsección 2.10.4.
Obtención de la trayectoria
Ahora que se tiene la descripción de un camino, falta incluir las restricciones temporales
para hablar de una trayectoria. Si se tiene una representación paramétrica f(s) como
las deﬁnidas anteriormente con s ∈ [a, b], es necesario obtener una relación entre s y
t ∈ [0, tB] para que el recorrido quede en función del tiempo. Nuevamente, se pueden usar
polinomios lineales y cuadráticos para establecer una relación suave [48]. En esta tesis se
utilizó una ley polinómica cúbica, de tal forma que:
s(t) = b3t
3 + b2t
2 + b1t+ b0 (2.43)
Los coeﬁcientes de este polinomio se pueden calcular mediante las condiciones de
borde:
s(0) = a (2.44a)
s˙(0) = 0 (2.44b)
s(tB) = b (2.44c)
s˙(tB) = 0 (2.44d)
La Figura 2.11 muestra el resultado de aplicar una ley de este tipo para los valores
a = 2pi,b = 4pi y tB = 10. Se puede ver que como consecuencia del perﬁl aplicado, el
efector irá más rápido y recorrerá más distancia en la mitad del trayecto que al inicio o al
ﬁnal, lo cual reﬂeja un comportamiento suave y deseado para el movimiento de un robot.
Finalmente, teniendo un camino f(t) y la orientación [α(t) β(t) γ(t)]T para t ∈
[0, tB], se procede a generar la serie de puntos que conforman la trayectoriaX1, X2, . . . , XN
evaluando las funciones anteriores a instantes de tiempo t1, t2, . . . , tN . El tiempo de mues-
treo a utilizar viene determinado por la aplicación. Esta serie de puntos y tiempos de
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Figura 2.11: Ejemplo de un perﬁl de la longitud de arco en función del tiempo.
interés pasarán a ser las entradas del algoritmo que se encargará de calcular las posiciones,
velocidades y aceleraciones de cada actuador que hacen que el robot pase por esos puntos
en los tiempos indicados.
2.10.4 Planiﬁcación de trayectorias en el espacio de actuadores
Sea una trayectoria en el espacio operacional deﬁnida por la serie de puntos X1, . . . , XN
y los instantes de tiempo t1, . . . , tN . El objetivo es hacer que el efector siga dichas po-
ses de forma suave en el tiempo deseado. Para lograrlo, hay que obtener las posiciones
q1, . . . , qN , velocidades q˙1, . . . , q˙N y aceleraciones q¨1, . . . , q¨N en el espacio de actuado-
res que correspondan a tales movimientos. Para ello conviene generalizar, con cambios
menores, el problema presentado en la subsección 2.10.2 para el caso de varios puntos.
La cinemática inversa permite la obtención de los vectores q1, . . . , qN a partir de
X1, . . . , XN . Teniendo estos valores, se propone aplicar un procedimiento parecido al caso
del control punto a punto mediante la interpolación de polinomios lineales con tramos
parabólicos, es decir, la representación la función de posición de la pata i será a trozos, con
polinomios parecidos a los de la ecuación (2.36) uniendo los puntos de interés, aplicando
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condiciones de continuidad de posición y velocidad entre polinomios vecinos. Este tipo de
funciones se conocen como splines [4].
La Figura 2.12 muestra los perﬁles de posición, velocidad y aceleración obtenidos
usando este tipo de interpolación para los valores q = 0, 4, 2, t = 0, 5, 10 y ∆t = 0,6;
siendo ∆t el tiempo de duración de un doblez parabólico. Sea k = 1, . . . , N , entonces el
polinomio que va del punto qk a qk+1 viene dado por [48]:
Pk(t) =
{
a10 + a11t+ a12t
2 : tk − ∆t2 < t < tk + ∆t2
a20 + a21t : tk +
∆t
2
< t < tk+1 − ∆t2
(2.45)
Las velocidades entre los puntos y las aceleraciones en los tramos parabólicos se compu-
tan como
P˙k = qk+1 − qk
tk+1 − tk : tk +
∆t
2
< t < tk+1 − ∆t
2
(2.46)
P¨k = P˙k − P˙k−1
∆t
:
∆t
2
< t < tk +
∆t
2
(2.47)
con P˙0 = P˙N+1 = 0 para obtener velocidades nulas al inicio y al ﬁnal de la trayectoria.
Las ecuaciones que permiten determinar el resto de los coeﬁcientes se obtienen fácilmente
aplicando condiciones de continuidad de posición y velocidad entre polinomios y condi-
ciones de borde para k = 0, N . Se puede ver en la Figura 2.12 que la trayectoria pasa
muy cerca de los puntos de interés, pero nunca llega a tocarlos. Mientras más pequeño sea
∆t, la función pasará mas cerca pero las aceleraciones involucradas tendrán valores más
altos. Por último, nótese que la trayectoria tendrá una duración extra de ∆t, debido a los
segmentos adicionales de duración ∆t/2 que introducen los tramos parabólicos al inicio y
al ﬁnal. Efectivamente, para garantizar la continuidad y la suavidad de la trayectoria, las
condiciones de borde se deben evaluar para ambos extremos en t = −∆t/2 y t = tf+∆t/2.
Al igual que en el caso de desplazamientos punto a punto, este método no asegura
que el movimiento del efector ﬁnal entre dos puntos sea en línea recta. Sin embargo, la
idea es disminuir al máximo estos errores haciendo que la separación entre puntos sea lo
suﬁcientemente pequeña.
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Figura 2.12: Ejemplo de una trayectoria a seguir por una pata en el espacio de actuadores.
2.11 Control de posición con acomodación activa
Un control de posición no es suﬁciente cuando existe interacción entre el robot y el ambien-
te. Puede que se necesite regular la fuerza que ejerce el efector ﬁnal sobre una superﬁcie,
situación que se presenta en tareas como girar una palanca o de pulitura. Por otro lado,
puede ser necesario que el robot modiﬁque su trayectoria debido a fuerzas externas ejer-
cidas sobre el mismo. Esto puede ocurrir en labores donde el movimiento del robot está
restringido en alguna dirección o cuando el ambiente de trabajo es incierto, por lo que
se desconoce de qué manera puede actuar éste sobre el mecanismo. En todo caso, será
necesario introducir un control híbrido de posición y fuerza que se encargue de modiﬁcar
la posición del robot y/o hacer que éste ejerza una fuerza sobre el medio ambiente de
determinada magnitud y dirección [13].
Para esta tesis interesa analizar el caso de modiﬁcar la posición ante fuerzas ejercidas
por el medio ambiente que son a priori desconocidas. Un robot sumiso se deﬁne como aquel
que cede ante fuerzas externas, modiﬁcando su trayectoria como resultado [50]. Eviden-
temente, éste debe tener una manera de sentir las fuerzas que se ejercen sobre él. Existen
dos tipos de sumisión o acomodación: la acomodación pasiva y la acomodación activa.
La primera aproximación consiste en diseñar el efector ﬁnal de tal forma que se pueda
deformar ante la presencia de fuerzas o momentos, generalmente mediante componentes
elásticos como resortes, mientras que en la segunda se aborda el problema haciendo que
el mismo robot corrija la posición del efector en función de las fuerzas ejercidas mediante
la acción de los actuadores [59].
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El esquema de control por acomodación activa de interés es uno similar al control de
amortiguamiento planteado por Suárez Feijoó [59]. En éste, la idea es crear un lazo de
fuerza externo que modiﬁque la posición deseada estableciendo una relación lineal entre
las fuerzas ejercidas y un desplazamiento a introducir, de tal forma que:
∆q = Kf (2.48)
siendo f la fuerza ejercida sobre el robot en el espacio de actuadores y ∆q el desplaza-
miento que hay que introducir a partir de la posicion deseada qd. Un esquema de este
tipo se puede ver en la Figura 2.13. El resultado será un comportamiento parecido al de
un resorte.
Figura 2.13: Esquema de un controlador de posición con acomodación activa.
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Capítulo 3
Metodología
3.1 Plataforma de Gough-Stewart a controlar
La plataforma Gough-Stewart a utilizar en este proyecto se muestra en la Figura 3.1. Fue
diseñada y construida por el Institut de Robòtica i Informàtica Industrial (IRI), basándose
en una estructura particular de robots paralelos llamada el manipulador octaédrico. Entre
las características más importantes de estos robots se encuentran que presentan una forma
triangular en su base y efector ﬁnal, y las articulaciones esféricas en ambos casos se hacen
coincidir en tres puntos, por lo que las patas involucradas comparten un mismo centro de
rotación.
Figura 3.1: Plataforma de Gough-Stewart a controlar.
La topología que presenta un manipulador octaédrico simpliﬁca considerablemente
sus ecuaciones cinemáticas, pero resulta evidente que construir una articulación esférica
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Figura 3.2: Esquemas de la plataforma de Gough-Stewart (derecha) y del manipulador
octahédrico (izquierda). Ambos son cinemáticamente equivalentes [42].
múltiple puede presentar grandes diﬁcultades. En consecuencia, distintos autores han
tratado de evitar este problema proponiendo estructuras cinemáticamente equivalentes1
que sean más fáciles de implementar. Entre ellos, Rojas, Borràs y Thomas del IRI quienes
propusieron un diseño altenativo, en el que las seis articulaciones tanto en la base como
en la plataforma se separan alternativamente siguiendo los bordes de los triángulos, y
demostraron su equivalencia con el manipulador octaédrico [42]. El robot utilizado en
este proyecto es la implementación de este diseño, y una comparación lado a lado se
muestra en la Figura 3.2.
3.1.1 Sistema de adquisición de fuerzas
Fue necesario instalar un sistema capaz de medir las fuerzas que se ejercen sobre el efector
ﬁnal. Para tal ﬁn, se usaron los siguientes componentes: galgas de extensiométricas para
medir tensión, un bloque terminal SCC-68 que recoge las señales de los sensores, y una
tarjeta de adquisición PCI-6220 que muestrea estas señales para su procesamiento en
una computadora tipo PC. A continuación se describen brevemente cada uno de estos
componentes y se indican las prestaciones que los hacen atractivos para esta aplicación,
sin ahondar en sus especiﬁcaciones técnicas.
Células de carga
La célula de carga es un transductor que convierte un esfuerzo actuando sobre ella en una
señal eléctrica. Su principio de funcionamiento se basa en el uso de láminas conductoras
1Dos plataformas Stewart son cinemáticamente equivalentes si para una misma pose del efector ﬁ-
nal existe una correspondencia uno a uno entre las raíces cuadradas de sus patas, lo cual tiene como
consecuencia que sus singularidades se encuentran ubicadas en el mismo lugar del espacio [42].
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Figura 3.3: Galgas extensiométricas instaladas en una célula de carga [38].
o semiconductoras conocidas como galgas extensiométricas, que se estiran o se contraen
cuando son sometidas a una fuerza, produciendo un cambio en su resistencia eléctrica
[38]. La relación entre el esfuerzo aplicado y la resistencia viene dada por una constante
llamada factor de la galga, cuyo valor depende del material utilizado en su fabricación
[28].
Dentro de una célula de carga, cuatro galgas extensiométricas de iguales características
son instaladas de manera que formen un puente de Wheatstone, como se muestra a la
izquierda en la Figura 3.3. La célula, a la derecha, presenta en cada cara dos galgas iguales,
de tal forma que las que se encuentran en la parte superior se estiran y las que están en
la parte inferior se contraen al aplicarse una fuerza. Se puede demostrar que el voltaje de
salida Vs viene dada por
Vs = V x (3.1)
siendo V el voltaje de alimentación y x la deformación unitaria2 experimentada por las
galgas [38]. La variación entre el voltaje de salida con respecto al de alimentación se
conoce como la sensibilidad de la célula, aunque es un parámetro no relevante para realizar
mediciones.
La Figura 3.4 muestra una foto de las células de carga utilizadas, fabricadas por UTIL-
CELL, modelo 104. Las especiﬁcaciones completas se pueden conseguir en su datasheet
[62], aunque las más importantes se muestran en la Tabla 3.1. La información obtenida al
utilizar este tipo de sensores es la deformación de las galgas, por lo que fue necesario hacer
una conversión esta medida y la fuerza aplicada. Para ello, se hizo una calibración de los
sensores con cuerpos de masa conocida y se obtuvieron las curvas que relacionan a ambos
2La deformación unitaria en una célula viene dada por el cociente entre la variación de la longitud
debido a la fuerza aplicada y la longitud en reposo de la lámina, por lo que es una medida adimensional.
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parámetros, a partir de los puntos experimentales. Los resultados de este procedimiento
se pueden conseguir en el Apéndice A.
Figura 3.4: Células de carga Utilcell-104 [62].
Tabla 3.1: Características de la célula de carga Utilcell-104 [62].
Carga máxima 3 kg
Voltaje de alimentación nominal 10 V
Factor de la galga (Aluminio) 2
Sensibilidad nominal 0,9± 0,2mV/V
Bloque terminal SCC-68 y tarjeta de adquisición PCI-6220 de National Ins-
truments
Como se mencionó anteriormente, los sensores de fuerza deben estar conectados a un
puente de Wheatstone a ﬁn de convertir las variaciones en resistencia a voltajes, para
luego muestrear la señal resultante y procesarla en una computadora. Para ello se usó un
sistema de adquisición comercial elaborado por National Instruments, conformado por un
bloque terminal y una tarjeta de adquisición de datos.
El SCC-68 es el bloque terminal en cuestión, que cuenta con 84 regletas para conectar
señales analógicas y digitales de entrada y salida y cuatro ranuras para conectar circuitos
integrados especiales denominados SCC [36]. Entre ellos se encuentra el SCC-SG24 [37],
un módulo enfocado en el acondicionamiento de señales provenientes de células de carga
que tiene dos canales, cada uno de los cuales provee alimentación de 10V para el sensor
y un circuito de acondicionamiento altamente preciso. Tres módulos son necesarios para
poder usar las seis células de carga. Todo el conjunto está instalado en la parte inferior
del efector ﬁnal como se muestra en la Figura 3.5, y las señales de los sensores se envían
por un cable a la tarjeta de adquisición.
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Figura 3.5: SCC-68 instalado en la plataforma.
La tarjeta instalada en la computadora es el modelo PCI-6220 de National Instruments
[34], cuyas características más relevantes se enumeran en la Tabla 3.2. La frecuencia de
muestreo de esta tarjeta de bajo costo es suﬁciente para aplicaciones de movimiento de
cuerpos, además que tiene canales de entrada analógica suﬁcientes para los seis senso-
res. Lo más importante es que su software controlador permite conﬁgurarla para que, a
partir de las especiﬁcaciones de las células de carga, convierta su voltaje directamente en
deformación, aliviando así parte del trabajo.
Tabla 3.2: Características relevantes de la tarjeta de adqusición NI PCI-6220 [34].
Canales analógicos 8 diferenciales
Resolución del ADC 16 bits
Frecuencia máxima de muestreo 250 KHz
Voltajes de entrada ±10 V, ±5 V, ±1 V, ±0,2 V
Salidas analógicas 0
Canales de entrada/salida digitales 24
Instalación de las células de carga
Fue necesario buscar una manera de incorporar las células de carga a la estructura del
robot. Al principio, basándose en el trabajo hecho por Ros y col. [16], usó una plataforma
doble para instalar los sensores sobre el efector ﬁnal, tal y como se puede ver en la
Figura 3.6. Esta solución no fue viable, ya que para obtener las fuerzas aplicadas sobre
los actuadores primero había que determinar el Jacobiano de la plataforma doble, luego
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aplicar la ecuación (2.32) para obtener el torsor resultante ejercido, y ﬁnalmente calcular el
Jacobiano del robot y usar la ecuación (2.35) para conseguir las fuerzas en los actuadores.
La cantidad de transformaciones involucradas comprometían la medición del sistema,
aunado con problemas de histerésis observados debido a la fricción entre las uniones
esféricas empleadas para instalar los sensores y el resto de la estructura. Debido a estos
inconvenientes, esta solución fue descartada.
Figura 3.6: Plataforma doble usada como primera solución para instalar las células de
carga.
La solución ﬁnal utilizada fue instalar las células de carga en los extremos de los
actuadores, como se puede ver en la Figura 3.7. Esto simpliﬁcó el problema de adquirir las
fuerzas sobre los actuadores, ya que éstas corresponden directamente a las medidas pro los
sensores. Además, los problemas de histéresis mencionados se eliminaron, debido a que no
se usaron uniones de ningún tipo para instalar las células. Luego de estas modiﬁcaciones,
la plataforma de Stewart ﬁnal a controlar se muestra en la Figura 3.8.
Figura 3.7: Células de carga instaladas en los actuadores de la plataforma.
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3.1.2 Actuadores
Los actuadores son articulaciones prismáticas comerciales con un servomotor incorporado
que le permite alcanzar una velocidad máxima de 5 cm/s sin carga y longitudes que
abarcan el rango de 30 cm a 75 cm [46]. Los servomotores operan mediante señales PCM
(Pulse Code Modulation). Una señal PCM está constituida por un pulso cuya duración
codiﬁca la posición a la que debe ir el motor. Un controlador digital incorporado traduce
estas señales en corriente, haciendo que el servo vaya tan rápido como sea posible a la
posición de comando [40]. Los actuadores usados para este proyecto vienen con dicho
controlador conectado en un placa aparte, tal como se puede ver en la Figura 3.9. Las
conexiones al controlador que envía las señales PCM se pueden hacer fácilmente, o se
puede eliminar éste para manejar el motor de otra manera usando un potenciómetro
interno como señal de realimentación.
Es importante destacar que, debido a las articulaciones universales y los sensores
instalados, las longitudes mínimas y máximas de las patas se vieron afectadas. Esto hace
que sus nuevos valores sean 63 cm y 93 cm, respectivamente.
3.2 Controlador utilizado
En la sección anterior se analizaron las características más importantes de la plataforma
de Stewart a utilizar, entre ellas el hecho de que los actuadores incluyen una circuitería que
controla su servomotor interno. Una de las desventajas de estos controladores es que sólo
garantizan que el motor llegue lo más rápido posible a la posición deseada, por lo cual no
se puede controlar su velocidad y aceleración. La aplicación desarrollada en este trabajo
necesita controlar estos parámetros, haciendo necesaria la búsqueda de alternativas que
permitan lograr este objetivo. Para poder controlar los actuadores, se intentaron usar dos
dispositivos. Ambos son descritos en las subsecciones siguientes.
3.2.1 Tarjeta Galil DMC-1800
Como primera aproximación se intentó eliminar el controlador incluido en el actuador
para manejar el motor mediantes señales PWM3 usando una tarjeta especializada insta-
lada en la computadora llamada Galil DMC-1800, fabricada por Galil [1]. Esta tarjeta
3La técnica de modulación de ancho de pulso (en inglés, Pulse-Width Modulation: PWM) se usa para
regular la potencia suministrada a un servo motor. Si se hace que la alimentación alterne entre encendido y
apagado a una frecuencia lo suﬁcientemente alta, el dispositivo observará un voltaje promedio proporcional
al tiempo de encendido. Así, variando el ciclo de trabajo de la señal de entrada, se puede controlar el
voltaje suministrado a la carga.
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permitía usar el potenciómetro interno del actuador, digitalizarlo usando un ADC con 10
bits de resolución, y tomarlo como señal de realimentación. Esta señal y los motores se
conectaban mediante el tablero de la Figura 3.10. Finalmente, enviando comandos desde
la computadora, se podía conﬁgurar las constantes de un controlador PID para cada mo-
tor y moverlos a las posiciones deseadas, pudiendo modiﬁcar tambien la velocidad y la
aceleración del movimiento.
El resultado fue insatisfactorio, ya que la señal del potenciómetro se vió afectada por
ruido proveniente del acoplamiento entre dicha señal y el PWM enviado a los motores,
obteniéndose una realimentación no conﬁable que comprometía el desempeño del contro-
lador. La Figura 3.11 muestra esta señal sometida a distintas condiciones. Debido a estos
inconvenientes, esta solución fue descartada.
3.2.2 Controlador Phidget AdvancedServo
La solución ﬁnal se basó en utilizar un dispositivo llamado Phidget AdvancedServo, fa-
bricado por Phidgets [40]. Este es un circuito especializado en el control de servomotores
usando señales PCM que permiten controlar la velocidad y aceleración de los mismos,
enviando incrementos de posición progresivos acorde con estos parámetros. Se tiene como
resultado que el motor acelera hasta la velocidad especiﬁcada, mantiene ese valor cons-
tante durante el trayecto y desacelera hasta llegar a velocidad cero en la posición deseada
Por ende, se trata de un perﬁl de velocidad trapezoidal, lo que resulta ideal para esta
aplicación.
La Figura 3.12 muestra una foto del circuito y la Tabla 3.3 presenta sus características
más importantes. El Phidget AdvancedServo se conecta a la computadora vía un puerto
USB y pone a disposición del usuario librerías programadas en C, Labview y otros que
permiten enviar comandos al dispositivo de manera sencilla. Teniendo estas herramientas,
se puede controlar el actuador obteniendo movimientos suaves.
Tabla 3.3: Características relevantes del controlador Phidget AdvancedServo [40].
Voltaje de alimentación 5 - 15 V
Número de motores controlables 8
Tasa de actualización 31 actualizaciones/s
Resolución de posición 15 bits
Resolución de velocidad 14 bits
Resolución de aceleración 14 bits
Una desventaja importante de adoptar esta solución es que no hay una forma de obte-
ner la posición de los actuadores, ya que éstos se encuentran soldados a sus controladores
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de fábrica y los potenciómetros no son accesibles. Más aún, ya se comprobó que no son
una forma conﬁable de obtener las posiciones. El lazo de control se encuentra a nivel
del motor, por lo que no hay manera de modiﬁcarlo. El Phidget tiene una función de
lectura de posición, pero lo que hace ésta es devolver como resultado la última consigna
de posición enviada al motor, por lo que puede se puede usar como referencia para una
imagen 3D de la plataforma, pero no como una medición conﬁable. En este sentido, fue
necesario crear un método para validar el funcionamiento del controlador implementado.
Este problema será discutido en la sección 3.9.
3.3 Diagrama de conexiones
La Figura 3.13 muestra el diagrama de conexiones del sistema. Son necesarios dos voltajes
de alimentaciones de valores distintos para la plataforma: 5V para el SCC-68 y 12V
para los actuadores. El Phidget se alimentan con 5V, ya que no hace falta que estos
proporcionen la corriente para los motores. Como se dijo anteriormente, la conexión entre
la computadora y el Phidget es a través de puerto USB, y la lectura de fuerzas se lleva a
cabo usando la tarjeta de adquisición PCI-6220. Es importante notar que no hay manera
de leer la posición de los actuadores desde la computadora, lo cual se debe a lo explicado
en la sección anterior.
3.4 Software a utilizar: Labview 2010 de National Ins-
truments
Labview de National Instruments es un entorno de programación gráﬁca orientada al
desarrollo de sistemas de medición, prueba y control mediante el uso de iconos, llamados
instrumentos virtuales interconectados por cables. Un programa en Labview está cons-
tituido por dos partes: el panel principal, donde se pueden visualizar y modiﬁcar variables
en tiempo de ejecución mediante controles en forma de botones y perillas, y el diagrama
de bloques, que constituye el programa principal y tiene la apariencia de un diagrama de
ﬂujo, como se puede ver en la Figura 3.14. Las razones por las cuales se usó Labview en
este proyecto son:
• Permite la integración del hardware a utilizar sin mayores complicaciones. La tarjeta
de adquisición, también de National Instruments, se puede conﬁgurar en muy pocos
pasos para realizar la tarea de adquisición de tensión, teniendo su funcionamiento
garantizado por el hecho de que todas las partes están hechas e integradas por
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la misma empresa. Además, el Phidget puede ser utilizado fácilmente en Labview
mediante librerías proporcionadas por los mismos creadores.
• Facilita la depuración de programas. Usando el panel principal, cualquier variable
se puede visualizar y/o modiﬁcar en tiempo de ejecución, sin necesidad de pasar por
un proceso engorroso como generalmente ocurre al usar lenguajes de programación
convencionales.
• Brinda la posibilidad de crear una aplicación orientada a eventos. Se puede crear un
evento que despierte al programa cada vez que se obtenga un número determinado
de muestras de fuerza, lo cual crea una base de tiempo conﬁable que viene deter-
minada por hardware, por lo tanto no está sujeta a las imprecisiones que surgen al
usar el reloj interno del procesador. Esto asegura una ejecución oportuna de todas
las partes del programa, lo cual será determinante para el seguimiento correcto de
trayectorias por parte del robot.
• Permite el uso de MATLAB dentro del diagrama. Mediante el uso del Mathscript
Node, se puede introducir código programado en MATLAB en cualquier parte
del programa como una caja negra con sus determinadas entradas y salidas, lo cual
facilita considerablemente la realización de operaciones matemáticamente complejas
que requerirían, en otro caso, la creación de múltiples funciones. Los cálculos en
robótica generalmente involucran matrices, por lo que el uso de MATLAB dentro
de Labview es una comodidad muy preciada.
Para más información sobre Labview de National Instruments, se recomienda consultar
su página web, particularmente la sección de recursos técnicos [35].
3.5 Sistemas de referencia, puntos importantes y trans-
formaciones
En esta sección se describen los sistemas de referencia que fueron utilizados durante la
realización de este trabajo, así como las coordenadas de los puntos importantes de la
plataforma que ayudarán a deﬁnir su pose en el espacio. La Figura 3.15 muestra un
diagrama del manipulador. El sistema de referencia ﬁjo XY Z será aquel formado por la
triada {xˆ, yˆ, zˆ} con origen en P1, mientras que el sistema móvil X ′Y ′Z ′‘ está compuesto
por {xˆ, yˆ, zˆ} y origen en el centro del efector ﬁnal O, el cual no se indicó en la ﬁgura
para no sobrecargar su presentación. Los actuadores siguen la numeración presentada en
la ﬁgura y sus longitudes se denotan por mi. A menos que se indique explícitamente lo
contrario, un punto expresado respecto a X ′Y ′Z ′ será denotado con un apóstrofo, es decir
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P ′3, mientras que si es expresado en XY Z será simplemente P3. La Figura 3.16 muestra
de forma más clara la colocación de X ′Y ′Z ′ en el efector ﬁnal.
Las coordenadas de los puntos Pi, Qi, con i = 1, 2, 3, son constantes en XY Z y vienen
dadas por:
p1 =
[
0 0 0
]T
cm (3.2)
p2 =
[
74 0 0
]T
cm (3.3)
p3 =
[
37 64,09 0
]T
cm (3.4)
q1 =
[
10 0 0
]T
cm (3.5)
q2 =
[
69 8,66 0
]T
cm (3.6)
p3 =
[
32 55,42 0
]T
cm (3.7)
De igual manera, las coordenadas de los puntos Pi, Qi, con i = 4, 5, 6, son constantes
en X ′Y ′Z ′, ya que éste se mueve junto con la plataforma. Sus coordenadas son:
p′4 =
[
16,46 28,5 0
]T
cm (3.8)
p′5 =
[ −32,91 0 0 ]T cm (3.9)
p′6 =
[
16,46 −28,5 0 ]T cm (3.10)
q′4 =
[
7,79 23,5 0
]T
cm (3.11)
q′5 =
[ −24,25 −5 0 ]T cm (3.12)
q′6 =
[
16,46 −18,5 0 ]T cm (3.13)
Todas estas medidas se pueden deducir fácilmente a partir de las ﬁguras anteriores,
teniendo en cuenta que los triángulos son equiláteros. Es posible hallar la matriz de
transformación de X ′Y ′Z ′ respecto a XY Z y conocer así la ubicación de todos los puntos
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en el sistema ﬁjo. Si {α, β, γ} son los ángulos de Euler de convención ZXY que expresan
la orientación del efector, tal y como se deﬁnió en la sección 2.2.5. La matriz de rotación
correspondiente será, desarrollando la ecuación (2.9), deﬁnida por:
R(α, β, γ) =
 cαcγ + sαsβsγ cαsβsγ − sαcγ cβsγsαcβ cαcβ −sβ
sαsβcγ − cαsγ sαsγ + cαsβcγ cβcγ
 (3.14)
Para hacer la expresión menos engorrosa se usaron las abreviaciones sin(α) = sα y
cos(α) = cα. A partir de ésta se pueden obtener los ángulos de Euler que deﬁnen la
orientación de X ′Y ′Z ′ resolviendo las siguientes ecuaciones para α,β y γ,
tan(α) =
r21
r22
(3.15a)
sin(β) = −r23 (3.15b)
tan(γ) =
r13
r33
(3.15c)
siendo rij la componente ij de la matriz de la rotación. Finalmente, si X(x, y, z, α, β, γ)
son las coordenadas generalizadas del efector ﬁnal en función de O′ = [x y z]T y los
ángulos de Euler, la matriz de transformación homogénea que va de X ′Y ′Z ′ a XY Z
se obtiene extendiendo la matriz anterior a cuatro dimensiones como se indicó en la
subsección 2.3.3 y aplicando la traslación según la ecuación (2.13), resultando en:
T(X) = Transf(x, y, z)R(α, β, γ) =

cαcγ + sαsβsγ cαsβsγ − sαcγ cβsγ x
sαcβ cαcβ −sβ y
sαsβcγ − cαsγ sαsγ + cαsβcγ cβcγ z
0 0 0 1
 (3.16)
Como se describió en la subsección 2.3.4, T(X) deﬁne completamente a X ′Y ′Z ′, por
lo tanto sus tres primeras columnas también se pueden tomar como las direcciones de los
vectores {xˆ′, yˆ′, zˆ′}.
47 Control de posición con acomodación activa de una plataforma de Stewart.
3.6 Modelado cinemático de la plataforma
3.6.1 Cinemática inversa
La cinemática inversa de un robot paralelo es fácil de implementar, tal como se estableció
en la subsección 2.8.2. Las longitudes de los actuadoresm se pueden obtener directamente
mediante la norma de los vectores que van desde la articulación en la base hasta la
articulación en el efector. Conociendo X se puede calcular T(x), permitiendo que las
coordenadas p′i,qi
′ con i = 4, 5, 6 se transformen aXY Z, por lo que las longitudes vendrán
dadas por:
m1 = ||T(X)p′4 − q1|| (3.17a)
m2 = ||T(X)q′4 − p2|| (3.17b)
m3 = ||T(X)p′5 − q2|| (3.17c)
m4 = ||T(X)q′5 − p3|| (3.17d)
m5 = ||T(X)p′6 − q3|| (3.17e)
m6 = ||T(X)q′6 − p1|| (3.17f)
El algoritmo de la cinemática inversa, a implementar en MATLAB, fue establecido
como una función m = F (X) con m dada por las ecuaciones 3.17. A pesar de su sim-
plicidad, las expresiones matemáticas de m son extremadamente largas y engorrosas, lo
que hace impráctico que se muestren esta sección. La deducción de estas expresiones, así
como el código en MATLAB desarrollado, se presentarán en el Apéndice B.
3.6.2 Cinemática directa
Modelar la cinemática directa de un robot paralelo es mucho más complicado. Evidente-
mente, se puede esperar que debido a la complejidad de las ecuaciones de la cinemática
inversa, despejar la posición del efector a partir de las mismas es imposible. Para lograr
obtener el valor de X a partir dem, se usará el método de Newton-Raphson introducido
en la subsección 2.8.3 adaptado al caso multivariable.
Se tiene la función de cinemática inversa F (X) = m, el objetivo es obtener el valor
Xr tal que F (Xr)−m = 0. Para tal ﬁn es posible aplicar Newton-Raphson, aproximando
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dicha función al caso de primer orden mediante la expansión de la serie de Taylor alrededor
de una estimación inicial X0,
F (X) = F (X0) + DF (X0)(X −X0) = m (3.18)
donde la matriz Df es la derivada de F en X0, cuyos elementos vienen dados por las
derivadas parciales de las componentes de F (longitudes de los actuadores) respecto a las
componentes de X evaluadas en X0 [32]:
DF (X) =

∂m1
∂x
∂m1
∂y
∂m1
∂z
∂m1
∂α
∂m1
∂β
∂m1
∂γ
∂m2
∂x
∂m2
∂y
∂m2
∂z
∂m2
∂α
∂m2
∂β
∂m1
∂γ
∂m3
∂x
∂m3
∂y
∂m3
∂z
∂m3
∂α
∂m3
∂β
∂m3
∂γ
∂m4
∂x
∂m4
∂y
∂m4
∂z
∂m4
∂α
∂m4
∂β
∂m4
∂γ
∂m5
∂x
∂m5
∂y
∂m4
∂z
∂m4
∂α
∂m4
∂β
∂m4
∂γ
∂m6
∂x
∂m6
∂y
∂m6
∂z
∂m6
∂α
∂m6
∂β
∂m6
∂γ

(3.19)
Las dependencias de X en la ecuación anterior fueron omitidas para simpliﬁcar la
notación, por lo que hay que tener en cuenta que el valor de DF depende de X. Esta
matriz también recibe el nombre de Jacobiano de F , aunque hay que resaltar que no es
lo mismo que la matriz Jacobiana del robot. Para hacer la distinción también se reﬁere
a DF como el Jacobiano analítico.
De vuelta al método, se podría estar tentado a despejar el siguiente valor de X en la
ecuación (3.18) para obtener:
X = X0 − D−1F (X0)(m− F (X0)) −→ X i+1 = X i − D−1F (Xi)(m− F (Xi)) (3.20)
Sin embargo, esto requiere el cálculo de la inversa de DF , lo cual puede llegar a ser
un proceso que requiere mucho tiempo. Para evitar este problema, es más conveniente
resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales para ∆X i = (X i+1 −X i):
m− F (X i) = DF (X i)(X i+1 −X i) (3.21)
El siguiente valor de X vendrá dado por:
X i+1 = X i + ∆X i (3.22)
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Entonces, se redeﬁne el error como la norma del vector de la diferencia entre m y
F (X i), esto es:
e = ||m− F (X i)|| (3.23)
La Figura 3.17 muestra el diagrama de ﬂujos del algoritmo a implementar el MATLAB
que resuelve numéricamente la cinemática directa del manipulador. El hecho de que este
método requiera una estimación inicial X0, implica que en la implementación el robot
siempre debe ir a una posición inicial. La posición inicial usada en este trabajo fue m =
[80 80 80 80 80 80]T cm, que corresponde aX = [35,08 cm 17,02 cm 73,4 cm 3,80 rad 0 rad 0 rad]T .
Si los desplazamientos son lentos y el tiempo de muestreo es lo suﬁcientemente alto, se
podrá usar la posición anterior como estimación inicial y el método debería converger a
la posición actual en pocas iteraciones.
Las expresiones matemáticas involucradas en la determinación del Jacobiano analítico,
al igual que en el caso de la cinemática inversa, son engorrosas e incluirlas aquí haría mucho
más pesada la presentación del proyecto. Por ello, todos los cálculos así como el código
en MATLAB se presentan en el Apéndice C.
3.7 Modelado estático de la plataforma
Con el ﬁn de interpretar correctamente las mediciones de fuerza que se realizaron con
los sensores, fue necesario modelar el comportamiento estático del robot. Primero que
nada, cabe considerar las diferencias entre la estática y la dinámica. Mientras que la
estática trata el caso de cuerpos en equilibrio (en reposo o moviéndose con velocidad
constante), la dinámica estudia los efectos de las fuerzas y los pares en el movimiento, por
lo que se consideran las aceleraciones. El modelo dinámico general de un robot usando la
formulación de Lagrange, viene dado por [47]:
M(q)q¨ + C(q, q˙)q˙ +G(q) = f (3.24)
donde M(q) es la matriz de inercia deﬁnida positiva y simétrica4, C(q, q˙) representa los
4La matriz de inercia es una generalización del momento de inercia y de la masa del robot en R3. Esta
cantidad permite determinar el momento alrededor de ejes arbitrarios, por lo tanto se puede considerar
que M(q) describe cómo está distribuida la masa del cuerpo en el espacio [19]. Dado que la ecuación
(3.24) está formulada en el espacio de actuadores, el Jacobiano estará involucrado en el cálculo de M(q),
ya que la matriz de inercia siempre se formula en el espacio operacional [47].
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efectos de la fuerzas de Coriolis y centrípetas5, y G(q) es el vector de las fuerzas ejercidas
por la gravedad. Entonces, f = [f1 . . . f6]
T es la fuerza aplicada sobre los actuadores.
El modelo dinámico de un robot determina completamente la relación de las posiciones,
velocidades y aceleraciones de los actuadores con las fuerzas experimentadas y/o ejercidas
sobre los mismos. A pesar de su utilidad, un modelo de este tipo puede llegar a ser muy
complicado, ya que los parámetros involucrados son difíciles de estimar y son afectados
por errores de modelaje [18]. En este sentido, cabe preguntarse si bajo ciertas situaciones
es posible ignorar los efectos dinámicos del robot y recurrir a un modelo simpliﬁcado.
3.7.1 Consideraciones
Este proyecto toma en cuenta ciertas consideraciones que permiten despreciar los efectos
dinámicos y asumir que el robot se encuentra en condiciones pseudo-estáticas. Entre ellas
se encuentran restricciones en su movimiento y características intrínsecas a su naturaleza
como robot paralelo. Estas consideraciones son las siguientes:
• Las velocidades involucradas son bajas. Como se dijo en la subsección 3.1.2, la
velocidad máxima del motor es 5 cm/s, lo cual no permite desplazamientos de gran
magnitud a nivel del efector ﬁnal. Más aún, se asumirá que todas las trayectorias
especiﬁcadas como entrada son lentas, dando mayor importancia a la precisión.
Tomando en cuenta ésto, y que C(q, q˙) tiene una cota superior que depende del
cuadrado de q˙ [54], se puede considerar que los efectos de la fuerzas de Coriolis y
centrípetas son despreciables. De hecho, hay autores como Snyder [50] que aﬁrman
que si las velocidades son bajas entonces todo efecto dinámico sobre el robot se
puede ignorar.
• Una de las ventajas de usar robots paralelos es que tienen baja inercia [44]. Esto
es lógico dado a que la masa de la plataforma está distribuida entre los actuadores,
por lo que estos no deben desplazar grandes cantidades de masa como en el caso
de robots en serie. La consecuencia de esta característica es que M(q) debe tener
elementos de baja magnitud, en corcondancia con su interpretación como momento
de inercia.
• Las aceleraciones que experimentará el robot son de baja magnitud, y durarán un
tiempo muy pequeño. Esto se puede aﬁrmar gracias a la baja velocidad de los actua-
dores, lo cual hará fácil que el robot llegue a un estado de velocidad constante, que
5La fuerza de Coriolis es experimentada por el cuerpo debido a la rotación de la Tierra, mientras que
la fuerza centrípeta se debe a su rotación respecto a un sistema inercial, cuyo vector apunta hacia el
centro instantáneo de la misma. Ambas se conocen como fuerzas ﬁcticias, ya que son una consecuencia
de la aceleración del cuerpo y no de interacción física con el medio [19].
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se considera dentro del campo de la estática. Además, una aceleración baja aunado
con la consideración anterior implica que el término M(q)q¨ se puede despreciar.
3.7.2 Modelo
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se utilizó un modelo pseudo-estático
para determinar las fuerzas ejercidas sobre la plataforma. Este modelo viene dado por:
fm = f +G(q) (3.25)
Esto es, la fuerza medida por las células de carga fm es directamente la fuerza aplicada
por el entorno sobre ese actuador más la fuerza que experimenta debido al peso de la
plataforma. Evidentemente, esta última depende de la conﬁguración q de los actuadores,
ya que la masa del efector se distribuirá en las patas de distintas maneras según la pose en
que se encuentre el robot. El interés es obtener f . Para tal ﬁn, fue necesario determinar la
componente debida al peso y restársela a la medida de fuerza del sensor. Este problema
se abordará a continuación.
Eliminación de la componente debida al peso de la plataforma
El peso de cualquier cuerpo viene dado por
P = mg (3.26)
cuyo punto de aplicación es su centro de masa. Dado que la plataforma presenta forma
de triángulo equilátero y el SCC-68 se encuentra instalado en el centro de la misma, se
consideró que el centro de masa de toda la estructura superior se encuentra en el centro
del triángulo, que coincide con el origen de X ′Y ′Z ′ como se puede ver en la Figura 3.18.
En consecuencia, debido a que P es una fuerza pura:
WˆP =
[
P
0
]
(3.27)
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Para calcular la inﬂuencia de este peso sobre las patas, basta con determinar el Jaco-
biano del mecanismo respecto a X ′Y ′Z ′, obtener P en dicho sistema usando la matriz de
rotación (ya que la fuerza está aplicada en el origen) y ﬁnalmente:
G(q) = J−1Wˆ ′P (3.28)
Para poder resolver el problema es necesario obtener el valor de P . Aunque una forma
sería medir la masa de la estructura superior usando una balanza, es mejor usar el hecho de
que el robot puede ser usado como sensor de fuerzas. La idea es no aplicar fuerza sobre el
efector, lo que haría que la tensión medida por las células de carga sea directamente la de-
bida al peso del robot. Entonces, usando la ecuación (2.32), se obtiene experimentalmente
WˆP . El procedimiento experimental realizado se presenta en el Apéndice D.
3.8 Sistema de control
La Figura 3.19 muestra el esquema de control implementado en Labview. El objetivo de
este sistema es permitir que el robot vaya a una pose determinada o siga una trayectoria
en el espacio, todo esto en acomodación activa con las fuerzas ejercidas por el entorno, tal
como se discutió en la sección 2.11. A continuación se describirán cada una de sus partes.
3.8.1 Controlador de posición
El controlador de posición del robot tiene dos modalidades: control punto a punto y
control de trayectoria. Ambos serán discutidos a continuación.
Control punto a punto
El cuadro punto a punto de la Figura 3.19 corresponde a este controlador. La entrada es
la pose deseada del efectorX. Éste obtiene las coordenadas en el espacio de actuadores que
corresponden a la pose de entrada usando la cinemática inversa, y envía al Phidget estas
posiciones en conjunto con velocidades y aceleraciones constantes, de valores q˙ = 5 cm/s y
q¨ = 5 cm/mathsfs2, respectivamente. El resultado es un movimiento suave hacia la pose
ﬁnal deseada, sin asegurar que el camino entre ésta y la pose inicial sea en línea recta.
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Control de trayectoria
El control de trayectoria corresponde al cuadro llamado Trayectoria actuadores. Las
entradas del control de trayectoria son una serie de puntos X1, . . . ,XN que deﬁnen un
camino en el espacio, y que pueden ser generados usando funciones paramétricas como
las deﬁnidas en la subsección 2.10.3, y el tiempo tN de ejecución. El controlador obtiene
las coordenadas en espacio de actuadores de los puntos deseados mediante la cinemática
inversa, seguido por la generación de la trayectoria en cuestión, es decir, la obtención
de los tiempos t1, . . . , tN que corresponden a las posiciones de entrada, creando una ley
polinómica cúbica entre los tiempos 0 y tN , como se describió en el marco teórico. La
separación entre los tiempos de interés es constante y corresponde a 100 ms, igual al
período de ejecución del programa.
Teniendo X1, . . . ,XN y t1, . . . , tN , el controlador genera los perﬁles de posición, ve-
locidad y aceleración de los actuadores usando el procedimiento descrito en la subsección
2.10.4, ﬁjando ∆t = 0,02 s. Los vectores de salida de esta etapa, qi, q˙i y q¨i con i = 1, . . . , N
son la posición deseada, la velocidad constante a la que se quiere llegar y la aceleración
objetivo en el tiempo ti, respectivamente. Finalmente, los parámetros son enviados suce-
sivamente en cada período de ejecución al Phidget para que se genere el movimiento de
los actuadores.
3.8.2 Acomodación activa
El lazo de realimentación externo que se muestra en la Figura 3.19 corresponde al con-
trolador de fuerza en acomodación activa, el cual se implementó utilizando dos matrices
constantes Kp y Kv que multiplican en vector de fuerzas f para producir los cambios ∆q
y ∆q˙ en el desplazamiento y velocidad de los actuadores, respectivamente. Las matrices
mencionadas anteriormente tienen la siguiente forma:
Kp = diag(kp, kp, kp, kp, kp, kp) (3.29)
Kv = diag(kv, kv, kv, kv, kv, kv) (3.30)
Es evidente que las matrices anteriores deben ser diagonales, ya que de otra manera
los actuadores se verían afectados por fuerzas medidas en otras patas. El valor de sus
elementos, kp y kv, se pueden ver como constantes de sensibilidad ante fuerzas externas,
y son modiﬁcables en línea usando el panel frontal de Labview.
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Mientras que la diferencia de posición ∆q se implementó en concordancia con lo des-
crito en la sección 2.11, el bucle de velocidad requiere una explicación. Cuando se siguen
trayectorias lentas en las que las velocidades son bajas, el efecto de la acomodación activa
no es apreciable ya que los actuadores se tardan un tiempo considerable en disminuir sus
longitudes por el valor ∆q, lo cual hace necesario la implementación de un bucle de velo-
cidad que incremente ésta por un valor ∆q˙ de manera proporcional a la fuerza aplicada.
Además, el signo positivo del sumador puede traer confusión ya que las velocidades pue-
den ser positivas o negativas según se aumente o disminuya la longitud de los actuadores.
Esta declaración es cierta, sin embargo, el funcionamiento del Phidget obliga a que su
entrada sea el valor absoluto de dichas velocidades, por lo que éste acelera o desacelera
según el sentido del movimiento. Por ende, el lazo implementado aumenta el módulo del
vector q˙ de manera proporcional a f , produciendo siempre un desplazamiento más rápido
sin importar en que sentido sea.
Una última modiﬁcación no lineal fue introducida en el controlador de fuerza. Se
mencionó en la subsección 3.7.2 que el peso de la plataforma se tomó en cuenta mediante
una prueba que midió directamente el torsor que ejerce éste sobre el efector, obteniendo
su fuerza resultante sobre los actuadores y tomando éstas como el oﬀset de las células de
carga. Se esperó que este método. muy aproximado, dejase una medición residual en los
sensores, por lo cual se implementó un umbral fT en la medición de la fuerza, debajo del
cual ésta se considera cero y no se modiﬁca la posición deseada. Si la fuerza sobrepasa
este umbral, se realiza la acomodación activa según Kp.
La Figura 3.20 ilustra la idea de usar un umbral para la fuerza. Los valores de es-
tos umbrales, fT = [fT1 · · · fT6 ]T , se presentan en el Apéndice D, luego de anular la
componente del peso y medir las fuerzas residuales en los sensores.
3.9 Adquisición de datos experimentales
Se mencionó en la subsección 3.2.2 que el dispositivo Phidget AdvancedServo no permite
obtener la posición de los actuadores en cualquier instante de tiempo, ya que el lazo de
control se encuentra a nivel de los actuadores. En este sentido, fue necesario crear un
método que permita medir la posición y orientación del efector ﬁnal, con el ﬁn de analizar
el desempeño del controlador implementado ante determinadas trayectorias de prueba.
A continuación se presentará el método implementado así como las trayectorias usadas
como entradas.
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Tabla 3.4: Características del potenciómetro SP1-50 [12].
Longitud máxima del cable 127 cm
Voltaje de alimentación máximo 30V
Precisión(Porcentaje del máximo) ±0,25
3.9.1 Trayectorias de prueba
Se crearon cuatro trayectorias de prueba basándose en la teoría discutida en la subsección
2.10.3. Éstas son:
1. Un círculo de 15 cm de radio con centro c = [35,08 17,02 70]T cm y vector a lo
largo de su eje dado por nˆ = [0 0 1]T . Su orientación es constante y viene dada
por α = 3,80 rad, β = 0 rad y γ = 0 rad. La duración de la trayectoria es de 20 seg.
2. Un segmento rectilíneo con posición inicial pi = [30 17,02 70]
T cm y posición
ﬁnal pf = [23 12 78]
T cm. Su duración es de 5 seg y la orientación es constante
de igual valor a la de la trayectoria anterior. La escogencia de estos puntos implica
que el vector director de esta recta es vˆ = []T .
3. Un círculo de las mismas características que el descrito anteriormente, pero con
orientación inicial {αi = 3,80, βi = 0, γi = 0} rad y orientación ﬁnal {αf = 3,4, βf =
0, γf = 0} rad. La transición entre ambas sigue un perﬁl polinomial cúbico.
4. Un segmento entre los mismos puntos que la recta descrita previamente, pero con
orientaciones iniciales y ﬁnales {αi = 3,80, βi = −0,2, βi = 0} rad y {αf = 3,80, βf =
0,2, γf = 0} rad. La transición también es polinomial cúbica y la duración es de 5 seg.
3.9.2 Método de medición de la posición y orientación
Para medir la posición y orientación de la plataforma se usó el método de trilateración
descrito en la sección 2.5 para obtener la localización de tres puntos S1, S2 y S3, ubicados
en la plataforma que sostiene al SCC-68 como se puede ver en la Figura 3.21. Para esto fue
necesario medir la distancia entre tres estaciones conocidas y cada uno de estos puntos.
Para tal ﬁn, se usaron tres sensores SP1-50 fabricados por Celesco [12], mostrado en la
Figura 3.22 y cuyas características más importantes se resumen en la Tabla 3.4, que están
compuestos un cable incorporado a un carrete y un potenciómetro para medir la longitud
del mismo. El extremo del cable se puede atornillar a un objeto, permitiendo obtener la
separación entre dicho objeto y el sensor.
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La razón por la que se eligieron los puntos mencionados son evidentes: su ubicación y
la presencia de los tornillos permite que los extremos de los cables se ﬁjen allí fácilmente.
Los sensores como tal fueron instalados en posiciones conocidas a lo largo de la estructura
de la base del robot, con posiciones: T1 = [38,5 0 0]
T cm, T2 = [54,25 34,20 0]
T cm,
y T3 = [18,75 32,48 0]
T cm . Las lecturas de los sensores se conectaron a las entradas
analógicas del SCC-68 para muestrearlas cada 100 ms con la tarjeta de adquisición PCI-
6220. El sistema de medición resultante se muestra en el diagrama de la Figura 3.23.
Se puede ver que S1, S2 y S3 no corresponden al origen del sistema de coordenadas
X ′Y ′Z ′, y por ende al efector ﬁnal. Sin embargo, los siguientes hechos permitieron obtener
información útil a partir de la posición de estos puntos:
• Si la orientación es constante, S1, S2 y S3 describen la misma curva en el espacio
que el efector ﬁnal, desplazada por un cierto vector v. Si se toma uno de los puntos,
Si, y se determina v, entonces se puede hacer coincidir la nube de puntos descrita
por Si con la trayectoria nominal del efector ﬁnal, permitiendo comparar ambas.
• Mientras que sólo un punto es necesario para estudiar la posición del efector, hacen
falta tres para deﬁnir su orientación. A partir de los Si, se puede construir un sistema
de referencia X ′′Y ′′Z ′′. Sus ángulos de Euler no serán iguales a los del sistema unido
al efector ﬁnal X ′Y ′Z ′, sin embargo, la evolución de los mismos a lo largo del tiempo
sí lo será.
• Cuando cambia la orientación del efector ﬁnal a lo largo de la trayectoria, S1, S2 y
S3 ya no describen la misma curva que que éste, ya que se ven inﬂuenciados por
las rotaciones a lo largo de los distintos ejes. En este sentido, una trayectoria con
orientación variable no brinda información sobre la posición, pero sí permite obtener
conclusiones sobre la variación de la orientación en función del tiempo.
A continuación se presentan los procedimientos utilizados para obtener, a partir de
los puntos Si, la trayectoria experimental descrita en el espacio por el efector ﬁnal, así
como la evolución de la orientación del robot a lo largo del tiempo. Toda esta información
permitió realizar comparaciones entre la trayectoria nominal q1, . . . , qn y la trayectoria
real p1, . . . ,pn con el objetivo de analizar el rendimiento del controlador implementado.
Obtención de la trayectoria circular experimental
Para la trayectoria 1 interesó obtener el círculo de mejor ajuste a los datos experimentales,
lo cual permitió estimar el centro del circulo recorrido por Si y en base a eso trasladar los
puntos para que sean concéntricos con la trayectoria nominal. La seccción 2.6 deﬁnió la
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descomposición en valores singulares de una matriz, que permite obtener el plano de mejor
ajuste a una serie de puntos, en el sentido de que la distancia ortogonal entre dicho plano
y cada uno de los puntos es la mínima posible. Además, dada una secuencia de puntos en
el plano XY , resulta sencillo obtener el círculo que mejor se ajusta a ellos que se encuentre
en dicho plano. Teniendo esto en cuenta, el siguiente procedimiento permitió obtener el
círculo de mejor ajuste a la nube de puntos r1, . . . , r1 que describen la trayectoria del
efector ﬁnal en tres dimensiones:
1. Se obtuvo el centroide de los puntos c =
∑n
i=1 ri.
2. Se creó una matriz A3×n = [r1 − c · · · rn − c]T y se calculó su descomposición
su SVD A = USVT .
3. Utilizando U como la matriz de rotación de que describe al sistema de referencia
que deﬁne el plano de mejor ajuste, se rotó la nube de puntos obteniendo A′ = UA.
4. Los puntos dados por A′ se proyectaron en el plano XY forzando a cero la tercera
ﬁla. Se obtuvo el círculo de mejor ajuste a los puntos proyectados usando la función
de MATLAB ﬁtcircle.m, desarrollada por Brown y disponible en [11].
5. Los puntos que deﬁnen el círculo de mejor ajuste, organizados en una matriz C′3×n,
fueron rotados usando C = U−1C′, haciendo que estos se encuentren sobre el plano
de mejor ajuste a la trayectoria recorrida.
6. Finalmente, los puntos anteriores fueron trasladados sumando el centroide para que
se encuentren en la vecindad de la trayectoria recorrida.
Teniendo el círculo de mejor ajuste se puede estimar su centro cr y su radio Rr. Luego,
siendo cd y Rd el centro y el radio de la trayectoria nominal respectivamente, se deﬁnió
v = cr − cd. Así, los puntos experimentales se trasladaron sumándoles v, obteniendo
p1, . . . , pn correspondientes a la trayectoria real descrita por el efector ﬁnal, concéntrica
con la trayectoria nominal.
Obtención de la trayectoria rectilínea experimental
De manera análoga al caso anterior, para la trayectoria 2 fue de interés determinar la
recta en el espacio cuya distancia ortogononal a los puntos experimentales sea mínima.
Este procedimiento es más sencillo que para el caso del círculo, ya que, como se dijo en
la sección 2.6, la primera columna de la matriz U da el vector director de dicha recta, y
el centroide de los datos c =
∑n
i=1 ri es un punto sobre la misma. En este sentido, basta
con repetir los pasos 1 y 2 del procedimiento anterior, y tomar la primera columna de U.
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Teniendo la recta de mejor ajuste, y la trayectoria nominal deﬁnida por los puntos
X1, . . . ,Xn, se deﬁnió v = c − Xˇ, siendo Xˇ el punto medio de la recta nominal. Igual
que en el caso anterior, la nube de puntos experimentales se trasladó usando v a las
cercanías de la trayectoria nominal, obteniendo la curva real descrita por el efector ﬁnal
p1, . . . , pn.
Estudio de la orientación
Como se dijo al comienzo de esta subsección, si se mide la posición de tres puntos sobre
el efector ﬁnal entonces es posible determinar su orientación. A partir de los tres puntos
escogidos, S1, S2 y S3, se construyó un sistema de referencia llamado X ′′Y ′′Z ′′ usando el
método de ortonormalización de Gram-Schmitd6, para el cual hubo que crear tres vectores
linealmente independientes, dados por: v1 = (s2 − s1), v2 = (s3 − s1) y v3 = v1 × v2. La
orientación de este sistema, distinta a la de X ′Y ′Z ′, se obtuvo usando las ecuaciones 3.15
para cada instante de tiempo de la trayectoria, obteniendo una serie de ángulos de Euler
α1, . . . , αn , β1, . . . , βn y γ1, . . . , γn.
3.9.3 Cuantiﬁcación de los errores
Se consideraron dos tipos de errores para evaluar el rendimiento del controlador: los errores
sistemáticos y los errores de repetitividad.
Errores sistemáticos
Los errores sistemáticos cuantiﬁcan la diferencia entre la trayectoria nominal y la trayec-
toria experimental medida. En el estudio de la posición, se evaluaron dos casos: el primero,
considerando los posibles retardos del tiempo de ejecución en los que pueda incurrir el
controlador; y el segundo, únicamente considerando los errores entre el camino recorrido
y el camino nominal.
En el primer caso, seanX1, . . . ,Xn y p1, . . . ,pn los puntos de la trayectoria nominal y
la trayectoria experimental, respectivamente, correspondiendo con los instantes de tiempo
6El método de ortonormalización de Gram-Schmitd toma tres vectores linealmente independientes
{v1,v2,v3} y crea una base ortonormal {uˆ1, uˆ2, uˆ3} que genera el subespacio de R3 al que pertenecen
los vectores originales. Una explicación de cómo ejecutar este método se puede conseguir en [22].
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t1, . . . , tn. Entonces, se deﬁnió el error temporal en el instante ti como el módulo de la
diferencia entre el punto nominal i y el punto experimental i, es decir:
et(ti) = ||X i − pi|| (3.31)
El error temporal máximo, que cuantiﬁca la máxima desviación entre la trayectoria
nominal y la medida tomando en cuenta el tiempo, viene dado por:
emaxt =
n
ma´x
i=1
et(ti) (3.32)
Este error se pudo expresar como un porcentaje respecto a la posición deseada, divi-
diendo entre el módulo del punto nominal, obteniendo el error temporal relativo:
et%(ti) =
et(ti)
||X i||100 % (3.33)
emaxt% =
n
ma´x
i=1
et%(ti) (3.34)
Para medir los errores incurridos entre la trayectoria nominal y la trayectoria real sin
tomar en cuenta los retardos, fue necesario determinar, para cada punto experimental, la
distancia ortogonal entre éste y la curva nominal. Debido a que ésta también se encuentra
discretizada, la medición deseada es la mínima de las distancias entre el punto experimen-
tal y todos los puntos nominales. Tomando esto en cuenta, se deﬁnió el error respecto al
camino en el instante ti como:
ec(ti) =
n
mı´n
j=1
||X i − pj|| (3.35)
emaxc =
n
ma´x
i=1
ec(ti) (3.36)
De igual forma, sus expresiones porcentuales se obtuvieron mediante las ecuaciones:
ec%(ti) =
ec(ti)
||X i||100 % (3.37)
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emaxc% =
n
ma´x
i=1
ec(ti) (3.38)
En el estudio de la orientación, fue necesario deﬁnir otros criterios para cuantiﬁcar
los errores. Para el caso de las trayectorias 1 y 2, donde la orientación se quiere que
sea constante, sólo fue de interés determinar el rango de variación de los ángulos de
Euler respecto a sus medias. Así, se determinaron los promedios de los ángulos de Euler
α =
∑n
i=1 αi/n, β =
∑n
i=1 βi/n y γ =
∑n
i=1 γi/n, y se deﬁnió la máxima desviación de la
media en cada caso como:
∆αmax =
n
ma´x
i=1
|α− αi| (3.39a)
∆βmax =
n
ma´x
i=1
|β − βi| (3.39b)
∆γmax =
n
ma´x
i=1
|γ − γi| (3.39c)
Las trayectorias 3 y 4 se usaron para evaluar el desempeño del controlador ante cambios
de orientación, por lo que se determinó la diferencia entre la orientación inicial y ﬁnal:
δα = αn − α1 (3.40a)
δβ = βn − β1 (3.40b)
δγ = γn − γ1 (3.40c)
Como último criterio, interesó computar la diferencia entre los ángulos medidos y los
ángulos nominales en el tiempo ﬁnal tn.
Errores de repetitividad
Los errores de repetitividad cuantiﬁcan la variación en la trayectoria recorrida por el
efector ﬁnal para varios intentos de la misma trayectoria nominal. Se determinó que tal
error sería medido repitiendo cada trayectoria nueve veces, variando las condiciones del
entorno del robot: las tres primeras en condiciones normales, las tres siguientes inclinando
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la base del robot usando un objeto externo, y las tres últimas cargando el efector ﬁnal
con un peso de 18,03N (evidentemente, se desactivó la acomodación activa).
En base a las trayectorias obtenidas, se determinó la trayectoria media y se obtuvo
la diferencia máxima en posición y orientación entre ella y todas las trayectorias in-
volucradas. Así, teniendo la secuencia de puntos pj1, . . . ,p
j
n y la secuencia de ángulos
{αj1, βj1, γj1}, . . . , {αjn, βjn, γjn}, que describen la trayectoria en el intento j, con j = 1, . . . , 9.
La trayectoria media se determinó mediante las ecuaciones:
pi =
p1i + · · ·+ p9i
9
∀ i = 1, . . . , n (3.41)
αi =
α1 + · · ·+ α9
9
∀ i = 1, . . . , n (3.42)
βi =
β1 + · · ·+ β9
9
∀ i = 1, . . . , n (3.43)
γi =
γ1 + · · ·+ γ9
9
∀ i = 1, . . . , n (3.44)
Finalmente, se halló la máxima desviación en posición y en orientación como:
∆pmax =
n
ma´x
i=1
(
9
ma´x
j=1
||pi − pji ||
)
(3.45)
∆αmax =
n
ma´x
i=1
(
9
ma´x
j=1
||αi − αji ||
)
(3.46)
∆βmax =
n
ma´x
i=1
(
9
ma´x
j=1
||βi − βji ||
)
(3.47)
∆γmax =
n
ma´x
i=1
(
9
ma´x
j=1
||γi − γji ||
)
(3.48)
3.10 Interfaz gráﬁca
La sección 3.4 presentó el software National Instruments Labview, el cual se seleccionó
para desarrollar este trabajo. Se mencionó la ventaja de tener un panel frontal para
depurar el programa. Adicionalmente, éste tambien se usó para crear una interfaz gráﬁca
en la que se puedan visualizar las variables de interés, manejar las entradas del controlador
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y tener una imagen en tres dimensiones de la plataforma que sirva de validación de la
cinemática directa.
Se creó una interfaz de usuario con cuatro partes, presentadas en la Figura 3.24.
La primera pestaña muestra de forma gráﬁca y numérica la deformación leída en cada
célula de arga. La sección correspondiente a la cinemática muestra una imagen en 3D de la
plataforma, obtenida usando la cinemática directa, a partir de las mediciones aproximadas
de posición que brinda el Phidget. La imagen generada sólo sirve como referencia y como
veriﬁcación del algoritmo mencionado, no necesariamente corresponde exactamente con
la posición del robot en todo momento.
Las dos últimas partes tienen que ver con el controlador. Se tiene en tercer lugar el
control de posición, en la que se puede introducir una posee a la que se desee que vaya el
robot, o introducir una trayectoria mediante un archivo de texto: éste debe incluir cada
punto de la trayectoria separados cada 100ms. Finalmente, se tiene la pestaña de fuerzas
que brinda información sobre la fuerza aplicada y el punto de aplicación respecto a X ′Y ′Z ′
(Ros y Thomas presentan en [42] el procedimiento para determinar ésto), así como los
controles que permiten modiﬁcar las constantes kp y kv del controlador de acomodación
activa.
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Figura 3.8: Plataforma de Stewart a controlar en su aspecto ﬁnal.
Figura 3.9: Actuadores instalados en la plataforma [46].
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Figura 3.10: Tablero utilizado para la tarjeta controladora Galil DMC-1800.
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(a) Motores apagados.
(b) Con un ﬁltro pasabajo de fc = 5KHz.
(c) Motores encendidos.
Figura 3.11: Señal del potenciómetro de un motor sometida a distintas condiciones.
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Figura 3.12: Phidget AdvancedServo [40].
Figura 3.13: Diagrama de conexiones del sistema de control.
Figura 3.14: Ejemplo de un programa elaborado en Labview.
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Figura 3.15: Diagrama esquemático del manipulador [42].
Figura 3.16: Colocación del sistema de referencia móvil.
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Figura 3.17: Diagrama de ﬂujos del algoritmo de la cinemática directa.
Figura 3.18: El peso se aplica en el centro de masa de la plataforma, el cual se asume que
está en el centro de la misma.
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Figura 3.19: Esquema de control a implementar.
Figura 3.20: Relación lineal entre el desplazamiento y la fuerza, con umbral en la medición
de ésta.
Figura 3.21: Puntos usados para la medición de la posición y orientación del efector ﬁnal.
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Figura 3.22: Potenciómetro SP1-50. [12]
Figura 3.23: Diagrama del sistema de medición instalado en el robot para la adquisición
de datos experimentales.
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(a) Deformación de las células de carga.
(b) Cinemática.
(c) Control de posición.
(d) Visualización de fuerzas.
Figura 3.24: Interfaz gráﬁca implementada en Labview.
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Capítulo 4
Resultados y análisis
Este capítulo presentará los resultados obtenidos al implementar el controlador para la
plataforma utilizando como entradas las trayectorias descritas en la subsección 3.9.1, con
el ﬁn de evaluar el desempeño del controlador, cuantiﬁcando los errores en el seguimiento
de la trayectoria de entrada, bajo los criterios descritos en la subsección 3.9.3.
4.1 Seguimiento de la posición
Para evaluar el desempeño del controlador en el seguimiento de la posición deseada, se
crearon las trayectorias 1 y 2 deﬁnidas en la subsección 3.9.1. La primera forma un círculo
en un plano paralelo al XY , de 20 s de duración, y la segunda describe un segmento en el
espacio en 5 s. Ambas trayectorias se aplicaron como entradas al controlador, y se usó la
curva seguida por S1 para estudiar los errores en posición.
La Figura 4.1 muestra la curva seguida por S1 en el caso de la trayectoria 1, así como
el círculo que mejor se le ajusta. Es importante observar que el eje Z sólo cubre 5 cm, por
lo que las variaciones apreciadas a lo largo de esa coordenada se hacen visibles. Por otro
lado, el camino seguido por este punto cuando se aplica como entrada la trayectoria 2 se
muestra en la Figura 4.2, conjuntamente con la recta de mejor ajuste. Aquí, los ejes X e
Y cubren pocos centímetros, por lo tanto los errores son más apreciables.
4.1.1 Errores sistemáticos
En ambos casos, la trayectoria experimental descrita por S1 se trasladó para que coinci-
diera con la trayectoria deseada, permitiendo realizar comparaciones entre ellas. A conti-
nuación se analizará cada una por separado.
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Figura 4.1: Curva seguida por el efector para el caso de una trayectoria circular, y circulo
de mejor ajuste.
Figura 4.2: Trayectoria recorrida por el efector y recta de mejor ajuste para una trayectoria
rectilínea.
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Figura 4.3: Curva seguida por el efector para el caso de una trayectoria circular, en
comparación con la trayectoria nominal.
Trayectoria circular
El resultado de desplazar la trayectoria circular para que sea concéntrica con la trayectoria
nominal se muestra en la Figura 4.3, donde se nota que los circulos no están en el mismo
plano. La comparación entre ambas curvas se llevó a cabo con la determinación del error
temporal en función del tiempo, el cual es graﬁcado en la Figura 4.4 en forma absoluta y
en forma porcentual. En contraste, el error respecto al camino en función del tiempo se
muestra en la Figura 4.5. De la comparación se obtuvo lo siguiente:
• La magnitud del error respecto al camino no aumentó con la misma rapidez que la
del error temporal. Esto debió ocurrir porque el controlador no llega a alcanzar lo
suﬁcientemente cerca de la posición deseada antes de que le envíen la siguiente.
• El error temporal fue mayor en la mitad de la trayectoria que en los extremos. Esto
era de esperarse, ya que como se explicó en la subsección 2.10.3, una trayectoria
circular en el espacio operacional está deﬁnida por una función f(s) con s siendo
la longitud de arco recorrida, que se relaciona con el tiempo a través de una ley
polinomial cúbica. Una ley de este tipo implica que se recorrerá la trayectoria más
rápidamente en el medio de su ejecución que en los extremos, por lo que, dado un
tiempo de muestreo constante, la distancia entre puntos contíguos en la mitad de la
trayectoria será mayor que en el inicio y el ﬁnal. Esto hace que aumente en error en
esta zona.
• El radio estimado de la trayectoria real, de 11,16 cm, fue menor que el de la trayecto-
ria nominal. Esto tiene dos posibles explicaciones: los splines parabólicos escogidos
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(a) Error absoluto temporal. (b) Error relativo temporal.
Figura 4.4: Error temporal para una trayectoria circular.
para generar las trayectorias a nivel de actuadores hacen que el robot no llegue al
punto deseado, disminuyendo la longitud de la curva descrita; y además el contro-
lador puede que reciba el siguiente punto del camino sin que le dé tiempo de llegar
al anterior, haciendo que la curva sea más cerrada y en consecuencia se tenga un
menor radio.
• El robot tardó más del tiempo estipulado en terminar la trayectoria. Esto se pudo
constatar debido a que el error temporal siguió disminuyendo incluso después de los
20 s. La duración adicional demuestró que el dispositivo Phidget no es netamente
conﬁable para la generación de los perﬁles para las patas, a lo que se puede agregar
el hecho de que no se tiene un modelo del motor, por lo que no se tomaron en cuenta
otros efectos que pueda causar éste.
• El errore incurrido respecto al camino fue menor que el error temporal. Este hecho
demostró que el robot es capaz de seguir la trayectoria con una precisión mayor
que la que muestra este último, sin importar que tarde más tiempo en realizarla. El
retardo en el tiempo de ejecución hace que el error temporal no brinde una medida
exacta sobre la precisión del controlador.
Trayectoria rectilínea
El efecto de hacer coincidir la trayectoria de S1 con la trayectoria nominal del efector ﬁnal
usando el criterio mencionado en la subsección 3.9.2 se puede observar en la Figura 4.6. La
recta de mejor ajuste mostrada sólo sirve como referencia para estimar el vector director
de la recta real, no su longitud. El error temporal en función del tiempo se muestran en
la Figura 4.7, notándose lo siguiente:
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(a) Error absoluto respecto al camino. (b) Error relativo respecto al camino.
Figura 4.5: Error respecto al camino nominal en función del tiempo para una trayectoria
circular.
• Nuevamente el error fue mayor en la mitad de la trayectoria que en los extremos,
pudiéndose apreciar el efecto de tener menos densidad de puntos de entrada en esa
zona debido a la elección de s(t).
• El error máximo fue menor que el obtenido en la trayectoria circular, que puede
deberse al hecho de que todos los puntos deseados se encuentran sobre una misma
recta, por lo que el efecto de los tramos parabólicos presentes en los splines se
minimizan, así como los errores producidos por el hecho de que el controlador no
llegue a la posición deseada antes de que se le envíe la siguiente.
• El robot tardó más de 5 s en terminar la trayectoria, ya que el error siguió disminu-
yendo después de ese punto, pudiéndose aplicar el razonamiento presentado para la
trayectoria circular.
El error respecto al camino también fue más bajo que el presentado en la trayectoria
circular, como se puede observar en la Figura 4.8. El razonamiento aplicado para el caso
del camino circular se puede considerar valido aquí.
Los parámetros que cuantiﬁcan los errores sistemáticos del controlador se resumen
en la Tabla 4.1, para cada una de las trayectorias. Estos sirven como indicadores que
constatan el análisis realizado previamente, donde se observó que los errores son menores
siguiendo segmentos rectilíneos que siguiendo curvas, además del aumento en el tiempo
de ejecución de las trayectorias. El error ﬁnal se reﬁere a la diferencia entre las posiciones
nominal y real cuando el robot se terminó de mover, y se determinó tomando directamente
el valor del error en el punto ﬁnal de la adquisición.
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Figura 4.6: Curva seguida por el efector ﬁnal en el caso de una trayectoria rectilínea, en
comparación con la trayectoria nominal.
(a) Error absoluto temporal. (b) Error relativo temporal.
Figura 4.7: Error temporal para una trayectoria rectilínea.
Tabla 4.1: Errores sistemáticos del controlador en el seguimiento de la posición.
Trayectoria circular Trayectoria rectilínea
Error máximo temporal 11,2 cm(14,14 %) 7,0 cm(8,6 %)
Error máximo respecto al camino 5,2 cm(6,5 %) 1,9 cm(2,5 %)
Error en tf 5,2 cm(5,9 %) 4,8 cm(5,9 %)
Error ﬁnal 3,4 cm(3,9 %) 1,2 cm(1,6 %)
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(a) Error absoluto respecto al camino. (b) Error relativo respecto al camino.
Figura 4.8: Error respecto al camino nominal en función del tiempo para una trayectoria
rectilínea.
4.1.2 Errores de repetitividad
Para determinar los errores de repetitividad en la posición, se tomaron ls trayectorias y se
repitieron nueve veces variando las condiciones tal como se indicó en la subsección 3.9.3. La
Figura 4.9 muestra la trayectoria media determinada para el caso circular, conjuntamente
con todas las curvas recorridas por el efector en cada intento. Lo mismo se puede ver para
la trayectoria rectilínea en la Figura 4.10. El objetivo de estas ﬁguras es dar una idea
visual de la variación en la curva recorrida con respecto a la media.
Finalmente, se determinó la máxima desviación en posición con respecto a la me-
dia, obteniendo los siguientes resultados: ∆pcmax = 1,1 cm para la trayectoria circular, y
∆prmax = 1,2 cm para la trayectoria rectilínea. Se pudo observar que en ambos casos, el
error en posición debido a la repetitividad es aproximadamente un orden de magnitud
menor que el error absoluto máximo sistemático, por lo que se puede considerar que fue
pequeño.
4.2 Seguimiento de la orientación
Acorde con lo explicado en la sección 3.9.2, fue imposible determinar la orientación del
efector ﬁnal, sin embargo, se pudo crear un nuevo sistema de referencia X ′′Y ′′Z ′′ a partir
de los puntos S1, S2 y S3, cuyos ángulos de Euler tenían la misma evolución temporal que
los del efector ﬁnal.
Las cuatro trayectorias deﬁnidas en la subsección 3.9.1 fueron de interés en el es-
tudio del seguimiento de la orientación. A continuación se realiza el estudio de errores
sistemáticos y de repetitividad.
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Figura 4.9: Trayectoria media determinada para una trayectoria circular.
Figura 4.10: Trayectoria media determinada para una trayectoria rectilínea.
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4.2.1 Errores sistemáticos
Esta subsección se subdivide en dos casos, en los cuales las mediciones de interés son
distintas: las trayectorias 1 y 2 de orientación constante, y las trayectorias 3 y 4 de
orientación variable.
Trayectorias de orientación constante
Las trayectorias 1 y 2, correspondientes a un círculo y una recta, que fueron usadas en
la sección previa en el análisis de posición, tienen estipuladas una orientación constan-
te durante toda la ejecución. Los ángulos de Euler de X ′′Y ′′Z ′′ obtenidos para ambas
trayectorias se muestran en la Figura 4.11.
(a) Trayectoria circular. (b) Trayectoria rectilínea.
Figura 4.11: Evolución temporal de ángulos de Euler para las trayectorias de orientación
constante.
Como el interés fue estudiar qué tan constante es la orientación, la media de estos
ángulos, así como la variación respecto a éstas, fueron computadas y se presentan en la
Tabla 4.2. Para efectos prácticos, la orientación obtenida se puede considerar constante, ya
que las variaciones fueron del orden de magnitud de 10−2 rad, lo suﬁcientemente pequeñas
para la mayoría de las aplicaciones.
Trayectorias de orientación variable
Las trayectorias 3 y 4 corresponden al mismo camino de las trayectorias 1 y 2 respectiva-
mente, pero con orientaciones iniciales y ﬁnales distintas. Se estableció una variación de
0,4 rad para el ángulo α de la trayectoria 3, y una variación de igual magnitud en β para
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Tabla 4.2: Errores sistemáticos del controlador en el seguimiento de una orientación cons-
tante.
Trayectoria circular Trayectoria rectilínea
α 1,2 rad 1,2 rad
β 0,001 rad 0,003 rad
γ 0,002 rad 0,006 rad
∆αmax 0,05 rad 0,06 rad
∆βmax 0,07 rad 0,02 rad
∆γmax 0,06 rad 0,03 rad
(a) Trayectoria circular con orientación variable. (b) Trayectoria rectilínea con orientación variable.
Figura 4.12: Evolución temporal de ángulos de Euler para las trayectorias de orientación
variable.
la trayectoria 4, con el resto de los otros ángulos permanenciendo en un valor constante.
La Figura 4.12 muestra la evolución temporal de los ángulos de Euler de X ′′Y ′′Z ′′ en cada
caso, constatándose que se produce una variación en cada ángulo de interés.
Lo que importó fue medir el cambio entre los ángulos iniciales y ﬁnales, y comparar
con la variación esperada de 0,4 rad en los ángulos de interés. En la Tabla 4.3 se presenta
el cambio medido en cada ángulo, observándose que efectivamente los ángulos que deben
permanecer constantes tienen variaciones muy pequeñas de orden de magnitud de 10−2,
resultado que se consideró satisfactorio.
La evaluación de los ángulos que deben variar mostraron los resultados deseados. Para
el caso de la trayectoria circular, se midió una variación en α de 0,41 rad, incurriendo
en un error de 2,44 % respecto al valor esperado de 0,4 rad. Por otro lado, la trayectoria
rectilínea tuvo una variación en β de 0,38 rad, lo que corresponde a un error de 4,58 %
respecto al valor esperado.
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Tabla 4.3: Errores sistemáticos del controlador en el seguimiento de una orientación va-
riable.
Trayectoria circular Trayectoria rectilínea
δα −0,41 rad 0,01 rad
δβ −0,004 rad 0,38 rad
δγ −0,02 rad −0,03 rad
Tabla 4.4: Errores de repetitividad del controlador en el seguimiento de una orientación.
Número de trayectoria: 1 2 3 4
∆αmax 0,02 rad 0,01 rad 0,02 rad 0,009 rad
∆βmax 0,05 rad 0,03 rad 0,03 rad 0,03 rad
∆γmax 0,01 rad 0,009 rad 0,05 rad 0,009 rad
4.2.2 Errores de repetitividad
Para evaluar las variaciones en la orientación recorrida debido a la repetitividad, se aplicó
el procedimiento análogo al utilizado con la posición en la subsección 4.1.2: se determinó
una orientación media a partir de 9 intentos, y se computó la desviación respecto a esta
media. Se decidió no mostrar gráﬁcas sobre la orientación media, ya que no eran ilustra-
tivas. Así, los resultados obtenidos al calcular la variación respecto a la media de cada
trayectoria se muestran en la Tabla 4.4. Tal como se observa en la tabla, es evidente que
los errores de repetitividad en la orientación son de poca magnitud, y para gran parte de
las aplicaciones se pueden despreciar.
4.3 Fuentes posibles de error
En las secciones anteriores se presentaron los resultados que reﬂejaron el rendimiento
del controlador implementado, cuantiﬁcando los errores sistemáticos y de repetitividad
incurridos durante el seguimiento de determinadas trayectorias de prueba. Esta sección
tiene como objetivo analizar las causas de estos errores.
4.3.1 Causas de los errores sistemáticos
Los errores sitemáticos son desviaciones en las mediciones de caracter determinístico, que
pueden ser identiﬁcados y eliminados mediante calibración. Generalmente son causados
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por:
• Un oﬀset en la medición de los sensores involucrados. En este caso, los sensores en
cuestión serían los potenciómetros SP1-50. Se comprobó que estos no poseen ningún
desplazamiento respecto a su cero cuando el cable no está extendido. En este sentido,
se puede descartar esta posibilidad.
• Errores en el modelo empleado. El algoritmo de la cinemática inversa implementado
utilizó coordenadas de puntos constantes en el sistema X ′Y ′Z ′ que se midieron
directamente sobre el robot usando una cinta métrica. Es evidente que se trata de
un método de medición rudimentario que puede acarrear grandes errores, por lo que
es altamente probable que la mayor parte de los errores sistemáticos se deba a esto.
• Características intrínsecas a la solución adoptada. Ya se mencionó que un control de
posición a nivel de actuadores sólo garantiza que el robot pase cerca de los puntos
deseados, sin garantizar la precisión en el camino entre ellos. Esto aumenta los
errores si los puntos están ubicados muy alejados unos de otros.
La mejor solución para eliminar errores sistemáticos es realizar una calibración del
sistema, variando las constantes involucradas de tal forma que mejore la precisión del
efector [49]. Sin embargo, esto se sale del alcance de esta tesis.
4.3.2 Causas de los errores de repetitividad
Los errores de repetitividad son de naturaleza aleatoria, y por ende difíciles de predecir y
eliminar. Generalmente se atribuyen a:
• Cambios en el ambiente que inﬂuyen en la medición. Se mencionó que las trayectorias
usadas en las pruebas fueron ejecutadas introduciendo cambios intencionales en el
ambiente, precisamente con el objetivo de cuantiﬁcar los efectos de estos cambios.
• Fluctuaciones en la medición de los dispositivos utilizados. Esto puede ser perfec-
tamente pausible en el caso de los potenciómetros SP1-50, cuya precisión es de
±0,25-1 % [12]. Variaciones debido a la temperatura son poco probables, ya que el
rango de operación garantizado es de −18o a 71◦C.
• Imprecisiones de los dispositivos utilizados. Tal como se mencionó, el controlador
Phidget puede generar perﬁles trapezoidales de velocidad para los actuadores, sin
embargo no hay manera de comprobarlo, además de que se depende de un servocon-
trolador incorporado al motor, cuyo funcionamiento y características de desempeño
son desconocidas.
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La única manera de eliminar los errores de repetitividad es cambiando los dispositivos
usados, instalando actuadores de mejor calidad y usando un método de medición directo.
4.4 Comprobación del modelo de cinemática directa
Todas las pruebas hasta este punto hicieron uso del controlador implementado, el cual
utiliza el modelo de cinemática inversa desarrollado para el robot. Por ende, se puede
aﬁrmar que este modelo ha sido comprobado debido al funcionamiento correcto del con-
trolador. Sin embargo, lo mismo no se puede decir de la cinemática directa, ya que no es
necesario usarla en el control de posición. Su uso se restringe a estimar la pose del efector
en todo momento para la interfaz gráﬁca y a la cancelación del peso en el controlador de
acomodacion activa. Antes de comprobar el funcionamiento de este último, se realizaron
pruebas para veriﬁcar la cinemática inversa.
La prueba consistió en tomar poses arbitrarias del efector ﬁnal que lo llevaron gradual-
mente a los extremos de su espacio de trabajo, calcular la longitud de los actuadores que
correspondan a cada pose usando la cinemática inversa (cuyo funcionamiento ya fue veri-
ﬁcado) y usar el resultado como entrada para la cinemática directa, tomando como estima-
ción la pose inicial acordada:X = [35,08 cm 17,02 cm 73,4 cm 3,80 rad 0 rad 0 rad]T .
Se sabe que se está en el extremo del espacio de trabajo si la longitud de algunos de los
actuadores se encuentra cerca de la máxima o mínima posible, es decir, 93 cm ó 63 cm.
El interés de la prueba fue evaluar la precisión en la estimación de la pose del efector
y el número de iteraciones necesarias para conseguirla, así como determinar los casos en
los que el algoritmo no converge. La Tabla 4.5 muestra los resultados obtenidos para 10
medidas distintas.
Tabla 4.5: Resultados obtenidos en la comprobación de la cinemática directa (distancias
en centímetros y ángulos en radianes).
Pose esperada Longitudes actuadores Resultados Iter.
[40 17 70 3,8 0 0]T [79,55 74,87 75,63 77,89 77,96 74,90]T [39,99 17 70 3,8 0 0]T 3
[40 25 70 3,8 0 0]T [78,37 74,61 78,98 75,35 75,67 77,58]T [40 24,99 69,99 3,8 0 0]T 3
[40 25 75 3,8 0 0]T [82,87 79,33 83,45 80,02 80,32 82,12]T [40 25 74,99 3,8 0 0]T 3
[40 30 80 3,8 0 0]T [87,13 84,32 90,16 83,66 84,10 88,54]T [39,99 30 80 3,8 0 0]T 4
[35 17 70 4,0 0,2 − 0,1]T [75,64 72,01 84,75 80,37 80,80 70,25]T [35 16,99 70 4 0,2 − 0,1]T 4
[35 17 75 4,0 0,2 − 0,1]T [79,97 76,69 89,33 85,08 85,05 75,06]T [35 16,99 74,99 4 0,2 − 0,09]T 4
[40 17 70 4,2 0,3 − 0,1]T [79,83 68,4 88,74 82,06 80,94 69,01]T [40 17 69,99 4,2 0,3 − 0,1]T 5
[50 17 70 3,8 0 − 0,3]T [85,35 74,48 82,96 84,84 67,21 71,59]T [49,99 17 70 3,8 0 − 0,3]T 5
[45 35 70 4 0,2 0]T [78,69 69,23 90,55 77,36 75,19 80,62]T [45 35 69,99 4 0,2 0]T 5
[12 12 70 3,8 0 0]T [73,25 89,00 80,06 78,02 91,67 72,98]T [12 11,99 70 3,8 0 0]T 5
Los resultados obtenidos demostraron la excelente precisión del método de Newton-
Raphson implementado para la cinemática directa, obteniéndose errores a lo sumo en
el segundo decimal. Para todas las poses probadas, incluso aquellas muy alejadas de la
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posición inicial, el algormito convergió en un máximo de cinco iteraciones. En este sentido,
se puede concluir que el algoritmo debe converger para toda pose dentro del espacio de
trabajo que no sea una singularidad. Más aún, el número de iteraciones debería tender
a tres, ya que el período de ejecución del programa implementado es de 100ms, lo que
implica que dos lecturas de posición sucesivas deben encontrarse muy cerca entre ellas.
4.5 Prueba del funcionamiento del controlador de fuer-
za por acomodación activa
Esta sección tiene como objetivo mostrar los resultados de una prueba cuyo ﬁn fue com-
probar el funcionamiento del controlador de fuerza por acomodación activa. Los cálculos
relacionados con la determinación del peso de la plataforma y los umbrales en los sensores
se presentan en el Apéndice D.
Para comprobar el funcionamiento correcto de la acomodación activa, se tomó la tra-
yectoria 1 deﬁnida en la subsección 3.9.1, como entrada para el controlador de posición.
Durante su ejecución se procedió a aplicar una fuerza sobre el efector en dirección hacia
el suelo, en el borde de la plataforma cercano a S2. La posición de este punto así como
las mediciones de las fuerzas en los actuadores fueron obtenidos y graﬁcados, para dos
valores de sensibilidad distintos.
La Figura 4.13 muestra los resultados de la prueba, para el caso: kp = 0,5 cm/N
y kv = 2 cm/sN (ver sección 3.8). En comparación a esta, la Figura 4.14 presenta el
resultado utilizando los valores: kp = 0,5 cm/N y kv = 2 cm/sN.
Fue importante observar que la curva descrita, que debía ser un círculo, se deformó
en conformidad con las fuerzas aplicadas, en este caso mayores sobre los actuadores 6,
1 y 2 que se encuentran más cercanos a S2. El punto llegó a la posición ﬁnal deseada
debido a que se dejaron de aplicar fuerzas, a pesar de que recorrió un camino distinto
para llegar a él. Por otro lado, se observaron efectos similares en las deformaciones de
las trayectorias, pero las fuerzas necesarrias para lograrlo fueron de mayor magnitud en
el caso de menor sensibilidad. Esto se era de esperar, y muestra claramente el efecto de
variar la sensibilidad de la acomodación activa.
Por último, cabe mencionar que el propósito de esta prueba fue analizar el compor-
tamiento del robot ante fuerzas externas, a priori impredecibles, y que se muestra clara-
mente en estas ﬁguras. En ningún momento se pretendió aplicar fuerzas de magnitudes
precomputadas en tiempos precisos, ni determinar kp experimentalmente.
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(a) Trayectoria recorrida. (b) Fuerzas aplicadas.
Figura 4.13: Resultados de la primera prueba de la acomodación activa. Se tomaron los
valores kp = 0,5 cm/N y kv = 2 cm/sN.
(a) Trayectoria recorrida. (b) Fuerzas aplicadas.
Figura 4.14: Resultados de la segunda prueba de la acomodación activa. Se tomaron los
valores kp = 1 cm/N y kv = 2 cm/sN.
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Capítulo 5
Conclusiones y recomendaciones
Este proyecto consistió en el diseño de un controlador de posición para una plataforma
de Stewart que se adapte a las fuerzas aplicadas por el entorno sobre el efector ﬁnal,
mediante la modiﬁcación de la trayectoria estipulada en tiempo de ejecución. El trabajo
fue desarrollado en Labview y se usó servocontroladores comerciales que no permitían
modiﬁcar sus parámetros de control para adaptarlos a los actuadores del robot.
Para medir las fuerzas aplicadas sobre el efector ﬁnal se usaron células de carga de bajo
costo instaladas en los actuadores. Por otro lado, para adquirir la posición y orientación,
fue necesario idear un sistema de medición basando en potenciómetros que miden la
longitud de un cable extensible, que permitió obtener las coordenadas de determinados
puntos del efector.
Se crearon algoritmos para la cinemática directa y la cinemática inversa del robot,
que permitieron modelar su comportamiento. Adicionalmente, las fuerzas se tomaron en
cuenta utilizando un modelo estático simple, bajo la restricción de que la velocidad a la que
se mueve el robot debe ser baja. Los efectos del peso de la plataforma fueron cancelados
usando el mismo robot como un sensor de torsores. Para poder tratar las imprecisiones
de este modelo, se tuvieron que ﬁjar umbrales en la medición de fuerza.
El controlador desarrollado dio la posibilidad de comandar al robot poses especíﬁcas
en el espacio o trayectorias que incluyeran restricciones en el tiempo de ejecución. Las
pruebas realizadas validaron el funcionamiento de este controlador y mostraron que el
robot fue capaz de seguir trayectorias, sin embargo, los errores incurridos en el tiempo
de ejecución y en la posición indican que no es del todo preciso, y podría ser inadecuado
para determinadas aplicaciones.
Los algoritmos de la cinemática directa e inversa desarrollados en este trabajo cons-
tituyen una contribución importante, ya que son fácilmente generalizables a otros robots
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paralelos de características similares a las de un manipulador octaédrico. En particular, el
Instituto de Robótica e Informática Industrial cuenta con otros robots cuyas geometrías
son similares a las del manipulador de este proyecto, por lo que estos algoritmos se pueden
aplicar también para estos robots de manera directa. Por otro lado, el trabajo desarro-
llado constituye una base sobre la cual se pueden elaborar sistemas más soﬁsticados y
eﬁcientes, así como una referencia que se puede usar para estudiar los distintos aspectos
involucrados en el diseño e implementación de un controlador en espacio de actuadores
de este tipo, bajo las distintas restricciones que afectaron su desarrollo.
Esta tesis abre distintas posibilidades para la realización de nuevos proyectos que
busquen mejorar el desempeño del robot, o agregarle nuevas funcionalidades, como pueden
ser:
• La instalación de nuevos componentes de hardware que extiendan las posibilidades
de implementar mejores controladores. Se recomienda cambiar los actuadores por
unos cuyos motores tengan encoders u otra forma conﬁable de realimentación, y
obtener un sistema de adquisición que permita enviar señales PWM, con el ﬁn de
manipular directamente las variables analógicas involucradas y crear un lazo de
control con una ley que vaya mas allá que un simple PID.
• Hacer un modelado dinámico del robot, que permitirá obtener las relaciones entre
las fuerzas en los actuadores y sus velocidades y aceleraciones. Con esto, se podría
operar el robot a velocidades más altas, mejorar considerablemente la acomodación
activa e incluso implementar un controlador híbrido de posición y fuerza que permita
manejar de forma precisa las fuerzas ejercidas por el efector ﬁnal sobre el ambiente.
• Desarrollar una interfaz de usuario más soﬁsticada que permita manejar el robot de
manera más intuitiva que usando archivos de texto, bien sea mediante el mouse de
la computadora o agregando como entrada la función paramétrica de la trayectoria
a recorrer, abstrayendo al usuario del proceso de generación de los puntos a seguir
por el efector.
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Apéndice A
Calibración de las células de carga
Las mediciones mostradas en la Tabla A.1 fueron tomadas con las células de carga, usando
masas de prueba disponibles en el laboratorio (recordar que la deformación viene dada
por un cociente entre longitudes, por lo que es una medida adimensional).
Usando la herramienta de ajuste de curvas de Matlab, se obtuvo la estimación lineal
que expresa la fuerza respecto a la deformación. Ls ﬁguras anexas muestran la gráﬁ-
cas de puntos experimentales y recta de mejor ajuste, y las fuerzas en función de la
deformación(ε) en las células vienen dadas por:
f1 = −58860ε1 − 0,4787 (A.1a)
f2 = −58640ε2 − 2,404 (A.1b)
f3 = −59620ε3 − 0,9023 (A.1c)
f4 = −56970ε4 − 0,0049 (A.1d)
f5 = −58920ε5 − 0,2428 (A.1e)
f6 = −56940ε6 + 2,122 (A.1f)
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Cuadro A.1: Mediciones realizadas para la calibración delas células de carga.
Peso: Sensor 1 Sensor 2 Sensor 3 Sensor 4 Sensor 5 Sensor 6
0N −4µ −37µ −11µ 0µ 1µ 41µ
1,324N −32µ −65µ −39µ −28µ −27µ 12µ
4,08N −79µ −112µ −85µ −76µ −74µ −35µ
6,87N −128µ −161µ −133µ −127µ −125µ −86µ
12,49N −220µ −254µ −225µ −223µ −220µ −182µ
16,44N −287µ −321µ −290µ −292µ −288µ −251µ
19,35N −336µ −370µ −338µ −342µ −332µ −302µ
Figura A.1: Fuerza aplicada en la célula 1 en función de la deformación.
Figura A.2: Fuerza aplicada en la célula 2 en función de la deformación.
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Figura A.3: Fuerza aplicada en la célula 3 en función de la deformación.
Figura A.4: Fuerza aplicada en la célula 4 en función de la deformación.
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Figura A.5: Fuerza aplicada en la célula 5 en función de la deformación.
Figura A.6: Fuerza aplicada en la célula 6 en función de la deformación.
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Apéndice B
Cálculos y código para la cinemática
inversa
Este apéndice deriva las expresiones matemáticas de las patas a usar en la cinemática
inversa y presenta el código desarrollado en Mathworks MATLAB que implementa dicho
algoritmo en Labview.
B.1 Expresiones matemáticas de las longitudes de las
patas
Como se dijo anteriormente, las longitudes de los actuadores vienen dadas por las ecuacio-
nes 3.17, lo cual requiere transformar los vectores p′i, q
′
i con i = 4, 5, 6 a XY Z mediante
T(X), cuya expresión general se puede ver en la ecuación (3.16). Los vectores involucra-
dos tienen valores constantes en el sistema móvil que fueron presentados en la sección 3.5.
Así, transformando en coordenadas homogéneas y eliminando el factor de escalamiento
se tiene que:
p4 =
 16,46(cαcγ + sαsβsγ) + 28,5(cαsβsγ − sαcγ) + x16,46sαcβ + 28,5cαcβ + y
16,46(sαsβcγ − cαsγ) + 28,5(sαsγ + cαsβcγ) + z
 cm (B.1a)
p5 =
 −32,91(cαcγ + sαsβsγ) + x−32,91sαcβ + y
−32,91(sαsβcγ − cαsγ) + z
 cm (B.1b)
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p6 =
 16,46(cαcγ + sαsβsγ)− 28,5(cαsβsγ − sαcγ) + x16,46sαcβ − 28,5cαcβ + y
16,46(sαsβcγ − cαsγ)− 28,5(sαsγ + cαsβcγ) + z
 cm (B.1c)
q4 =
 7,79(cαcγ + sαsβsγ) + 23,5(cαsβsγ − sαcγ) + x7,79sαcβ + 23,5cαcβ + y
7,79(sαsβcγ − cαsγ) + 23,5(sαsγ + cαsβcγ) + z
 cm (B.1d)
q5 =
 −24,25(cαcγ + sαsβsγ)− 5(cαsβsγ − sαcγ) + x−24,25sαcβ − 5cαcβ + y
−24,25(sαsβcγ − cαsγ)− 5(sαsγ + cαsβcγ) + z
 cm (B.1e)
q6 =
 16,46(cαcγ + sαsβsγ)− 18,5(cαsβsγ − sαcγ) + x16,46sαcβ − 18,5cαcβ + y
16,46(sαsβcγ − cαsγ)− 18,5(sαsγ + cαsβcγ) + z
 cm (B.1f)
Entonces, m = F (X) se deﬁne como la función cinemática inversa tal que las longi-
tudes de los actuadores vienen dadas por:
m1 =
√
[16,46(cαcγ + sαsβsγ) + 28,5(cαsβsγ − sαcγ) + x− 10]2
+[16,46sαcβ + 28,5cαcβ + y]
2 + [16,46(sαsβcγ − cαsγ)
+ 28,5(sαsγ + cαsβcγ + z)]
2 (B.2a)
m2 =
√
[7,79(cαcγ + sαsβsγ) + 23,5(cαsβsγ − sαcγ) + x− 74]2
+[7,79sαcβ + 23,5cαcβ + y]
2 + [7,79(sαsβcγ − cαsγ)
+ 23,5(sαsγ + cαsβcγ + z)]
2 (B.2b)
m3 =
√
[−32,91(cαcγ + sαsβsγ) + x− 69]2 + [−32,91sαcβ + y − 8,66]2
+ [−32,91(sαsβcγ − cαsγ) + z)]2 (B.2c)
m4 =
√
[−24,25(cαcγ + sαsβsγ)− 5(cαsβsγ − sαcγ) + x− 37]2
+[−24,25sαcβ − 5cαcβ + y − 64,09]2 + [−24,25(sαsβcγ − cαsγ)
− 5(sαsγ + cαsβcγ + z)]2 (B.2d)
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m5 =
√
[16,46(cαcγ + sαsβsγ)− 28,5(cαsβsγ − sαcγ) + x− 32]2
+[16,46sαcβ − 28,5cαcβ + y − 55,42]2 + [16,46(sαsβcγ − cαsγ)
− 28,5(sαsγ + cαsβcγ + z)]2 (B.2e)
m6 =
√
[16,46(cαcγ + sαsβsγ)− 18,5(cαsβsγ − sαcγ) + x]2
+[16,46sαcβ − 18,5cαcβ + y]2 + [16,46(sαsβcγ − cαsγ)
− 18,5(sαsγ + cαsβcγ + z)]2 (B.2f)
B.2 Código de MATLAB
El siguiente código implementa la cinemática inversa en MATLAB para su posterior inclu-
sión en Labview. El código ha sido comentado en detalle para facilitar su entendimiento.
% CINEMÁTICA INVERSA: Determina las longitudes de los actuadores
% a partir de la pose del efector final X.Éstas fueron precomputadas
para mejorar el rendimiento del programa.
% PARÁMETROS DE ENTRADA:
% x,y,z : Posición del efector final (centro de la plataforma)
% a,b,c : Ángulos de Euler que definen la orientación
% del efector (alpha, beta, gamma)
function m = cinematica_inversa(X)
m = zeros(1,6); % Creacion del vector de coordenadas en espacio
de actuadores.
% Determinación de las longitudes:
m(1) = sqrt((16.46*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))+
28.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-10)^2+
(16.46*sin(a)*cos(b)+28.5*cos(a)*cos(b)+y)^2+
(16.46*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))+
28.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
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m(2) = sqrt((7.79*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))+
23.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-74)^2+
(7.79*sin(a)*cos(b)+23.5*cos(a)*cos(b)+y)^2+
(7.79*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))+
23.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
m(3) = sqrt((-32.91*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))+x-69)^2+
(-32.91*sin(a)*cos(b)+y-8.66)^2+
(-32.91*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))+z)^2);
m(4) = sqrt((-24.25*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))-
5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-37)^2+
(-24.25*sin(a)*cos(b)-5*cos(a)*cos(b)+y-64.09)^2+
(-24.25*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))-
5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
m(5) = sqrt((16.46*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))-
28.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-32)^2+
(16.46*sin(a)*cos(b)-28.5*cos(a)*cos(b)+y-55.42)^2+
(16.46*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))-
28.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
m(6) = sqrt((16.46*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))
-18.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x)^2+
(16.46*sin(a)*cos(b)-18.5*cos(a)*cos(b)+y)^2+
(16.46*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))-
18.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
end
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Apéndice C
Cálculos y código para la cinemática
directa
C.1 Expresión matemática del Jacobiano analítico
Para determinar el Jacobiano analítico de F se procede a obtener las derivadas parciales
de las longitudes de los actuadores, cuyas expresiones matemáticas se pueden encontrar
en las ecuaciones B.2. Sean:
T11 = cαcγ + sαsβsγ (C.1a)
T12 = cαsβsγ − sαcγ (C.1b)
T21 = sαcβ (C.1c)
T22 = cαcβ (C.1d)
T31 = sαsβcγ − cαsγ (C.1e)
T32 = sαsγ + cαsβcγ (C.1f)
Teniendo estas variables intermedias, las derivadas parciales dem vendrán dadas por:
∂m1
∂x
(X) =
16,46T11 + 28,5T12 + x− 10
m1
(C.2a)
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∂m1
∂y
(X) =
16,46T21 + 28,5T22 + y
m1
(C.2b)
∂m1
∂z
(X) =
16,46T31 + 28,5T32 + z
m1
(C.2c)
∂m1
∂α
(X) =
1
m1
{
(16,46T11 + 28,5T12 + x− 10)
[
16,46(cαsβsγ − sαcγ)
+ 28,5(−sαsβsγ − cαcγ)
]
+ (16,46T21 + 28,5T22 + y)(16,46cαcβ
−28,5sαcβ) + (16,46T31 + 28,5T32 + z)
[
16,46(sαsγ + cαsβcγ)
+ 28,5(cαsγ − sαsβcγ)
]}
(C.2d)
∂m1
∂β
(X) =
1
m1
[
(16,46T11 + 28,5T12 + x− 10)(16,46sαcβsγ + 28,5cαcβsγ)
+ (16,46T21 + 28,5T22 + y)(−16,46sαsβ − 28,5cαsβ) + (16,46T31
+ 28,5T32 + z)(16,46sαcβcγ + 28,5cαcβcγ)
]
(C.2e)
∂m1
∂γ
(X) =
1
m1
{
(16,46T11 + 28,5T12 + x− 10)
[
16,46(sαsβcγ − cαsγ)
+ 28,5(cαsβcγ + sαsγ)
]
+ (16,46T31 + 28,5T32 + z)
[
16,46(−cαcγ
− sαsβsγ) + 28,5(sαcγ − cαsβsγ)
]}
(C.2f)
∂m2
∂x
(X) =
7,79T11 + 23,5T12 + x− 74
m2
(C.3a)
∂m2
∂y
(X) =
7,79T21 + 23,5T22 + y
m2
(C.3b)
∂m2
∂z
(X) =
7,79T31 + 23,5T32 + z
m2
(C.3c)
∂m2
∂α
(X) =
1
m2
{
(7,79T11 + 23,5T12 + x− 74)
[
7,79(cαsβsγ − sαcγ)
+ 23,5(−sαsβsγ − cαcγ)
]
+ (7,79T21 + 23,5T22 + y)(7,79cαcβ
−23,5sαcβ) + (7,79T31 + 23,5T32 + z)
[
7,79(sαsγ + cαsβcγ)
+ 23,5(cαsγ − sαsβcγ)
]}
(C.3d)
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∂m2
∂β
(X) =
1
m2
[
(7,79T11 + 23,5T12 + x− 74)(7,79sαcβsγ + 23,5cαcβsγ)
+ (7,79T21 + 23,5T22 + y)(−7,79sαsβ − 23,5cαsβ) + (7,79T31
+ 23,5T32 + z)(7,79sαcβcγ + 23,5cαcβcγ)
]
(C.3e)
∂m2
∂γ
(X) =
1
m2
{
(7,79T11 + 23,5T12 + x− 74)
[
7,79(sαsβcγ − cαsγ)
+ 23,5(cαsβcγ + sαsγ)
]
+ (7,79T31 + 23,5T32 + z)
[
7,79(−cαcγ
− sαsβsγ) + 23,5(sαcγ − cαsβsγ)
]}
(C.3f)
∂m3
∂x
(X) =
−32,91T11 + x− 69
m3
(C.4a)
∂m3
∂y
(X) =
−32,91T21 + y − 8,66
m3
(C.4b)
∂m3
∂z
(X) =
−32,91T31 + z
m3
(C.4c)
∂m3
∂α
(X) =
1
m3
{
(−32,91T11 + x− 69)
[− 32,91(cαsβsγ − sαcγ)]
+ (−32,91T21 + y − 8,66)(−32,91cαcβ)
+(−32,91T31 + z)
[− 32,91(sαsγ + cαsβcγ)]} (C.4d)
∂m3
∂β
(X) =
1
m3
[
(−32,91T11 + x− 69)(−32,91sαcβsγ)
+ (−32,91T21 + y − 8,66)(32,91sαsβ) + (−32,91T31
+ z)(−32,91sαcβcγ)
]
(C.4e)
∂m3
∂γ
(X) =
1
m3
{
(−32,91T11 + x− 69)
[− 32,91(sαsβcγ − cαsγ)]
+ (−32,91T31 + z)
[
32,91(cαcγ + sαsβsγ)
]}
(C.4f)
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∂m4
∂x
(X) =
−24,25T11 − 5T12 + x− 37
m4
(C.5a)
∂m4
∂y
(X) =
−24,25T21 − 5T22 + y − 64,09
m4
(C.5b)
∂m4
∂z
(X) =
−24,25T31 − 5T32 + z
m4
(C.5c)
∂m4
∂α
(X) =
1
m4
{
(−24,25T11 − 5T12 + x− 37)
[− 24,25(cαsβsγ − sαcγ)
− 5(−sαsβsγ − cαcγ)
]
+ (−24,25T21 − 5T22 + y − 64,09)(−24,25cαcβ
+5sαcβ) + (−24,25T31 − 5T32 + z)
[− 24,25(sαsγ + cαsβcγ)
− 5(cαsγ − sαsβcγ)
]}
(C.5d)
∂m4
∂β
(X) =
1
m4
[
(−24,25T11 − 5T12 + x− 37)(−24,25sαcβsγ − 5cαcβsγ)
+ (−24,25T21 − 5T22 + y − 64,09)(24,25sαsβ + 5cαsβ) + (−24,25T31
− 5T32 + z)(−24,25sαcβcγ − 5cαcβcγ)
]
(C.5e)
∂m4
∂γ
(X) =
1
m4
{
− 24,25T11 − 5T12 + x− 37)
[− 24,25(sαsβcγ − cαsγ)
− 5(cαsβcγ + sαsγ)
]
+ (−24,25T31 − 5T32 + z)
[
24,25(cαcγ
+ sαsβsγ)− 5(sαcγ − cαsβsγ)
]}
(C.5f)
∂m5
∂x
(X) =
16,46T11 − 28,5T12 + x− 32
m5
(C.6a)
∂m5
∂y
(X) =
16,46T21 − 28,5T22 + y − 55,42
m5
(C.6b)
∂m5
∂z
(X) =
16,46T31 − 28,5T32 + z
m5
(C.6c)
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∂m5
∂α
(X) =
1
m5
{
(16,46T11 − 28,5T12 + x− 32)
[
16,46(cαsβsγ − sαcγ)
+ 28,5(sαsβsγ + cαcγ)
]
+ (16,46T21 − 28,5T22 + y − 55,42)(16,46cαcβ
+28,5sαcβ) + (16,46T31 − 28,5T32 + z)
[
16,46(sαsγ + cαsβcγ)
− 28,5(cαsγ − sαsβcγ)
]}
(C.6d)
∂m5
∂β
(X) =
1
m5
[
(16,46T11 − 28,5T12 + x− 32)(16,46sαcβsγ − 28,5cαcβsγ)
+ (16,46T21 − 28,5T22 + y − 55,42)(−16,46sαsβ + 28,5cαsβ) + (16,46T31
− 28,5T32 + z)(16,46sαcβcγ − 28,5cαcβcγ)
]
(C.6e)
∂m5
∂γ
(X) =
1
m5
{
16,46T11 − 28,5T12 + x− 32)
[
16,46(sαsβcγ − cαsγ)
− 28,5(cαsβcγ + sαsγ)
]
+ (16,46T31 − 28,5T32 + z)
[
16,46(−cαcγ
− sαsβsγ)− 28,5(sαcγ − cαsβsγ)
]}
(C.6f)
∂m6
∂x
(X) =
16,46T11 − 18,5T12 + x
m6
(C.7a)
∂m6
∂y
(X) =
16,46T21 − 18,5T22 + y
m6
(C.7b)
∂m6
∂z
(X) =
16,46T31 − 18,5T32 + z
m6
(C.7c)
∂m6
∂α
(X) =
1
m6
{
(16,46T11 − 18,5T12 + x)
[
16,46(cαsβsγ − sαcγ)
+ 18,5(sαsβsγ + cαcγ)
]
+ (16,46T21 − 18,5T22 + y)(16,46cαcβ
+18,5sαcβ) + (16,46T31 − 18,5T32 + z)
[
16,46(sαsγ + cαsβcγ)
− 18,5(cαsγ − sαsβcγ)
]}
(C.7d)
∂m6
∂β
(X) =
1
m6
[
(16,46T11 − 18,5T12 + x)(16,46sαcβsγ − 18,5cαcβsγ)
+ (16,46T21 − 18,5T22 + y)(−16,46sαsβ + 18,5cαsβ) + (16,46T31
− 18,5T32 + z)(16,46sαcβcγ − 18,5cαcβcγ)
]
(C.7e)
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∂m6
∂γ
(X) =
1
m6
{
16,46T11 − 18,5T12 + x)
[
16,46(sαsβcγ − cαsγ)
− 18,5(cαsβcγ + sαsγ)
]
+ (16,46T31 − 18,5T32 + z)
[
16,46(−cαcγ
− sαsβsγ)− 18,5(sαcγ − cαsβsγ)
]}
(C.7f)
Se omitieron las dependencias de X para simpliﬁcar la notación, siendo evidente que
mi depende de dicha variable. Finalmente, el Jacobiano analítico vendrá dado por la
ecuación (3.19).
C.2 Código de MATLAB
El siguiente código implementa el algoritmo de la cinemática directa discutido en la sub-
sección 3.6.2. El código ha sido extensivamente comentado para facilitar su entendimiento.
% CINEMÁTICA DIRECTA: Determina la pose X del efector a partir de
% las longitudes m de los actuadores.
% PARÁMETROS DE ENTRADA:
% m1,...,m6: longitudes de los actuadores.
% Xo: estimación inicial.
function X = cinematica_directa(m,Xo)
%%1. Entradas:
max_iteraciones = 30;
error = 1e8; % error en la estimación de X. Se inicializa alto
iteracion = 0; %para que entre al ciclo.
delta = zeros(6,1); % vector que representa (xi+1 - xi).
f = zeros(6,1); % Vector de longitudes de las patas en la iteración actual.
Jac = zeros(6,6); % Jacobiano analítico.
%Se inicializa el valor siguiente Xi con estimacion inicial:
xi = Xo(1);
yi = Xo(2);
zi = Xo(3);
ai = Xo(4); % a,b,c son los ángulos de Euler.
bi = Xo(5);
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zi = Xo(6);
%%2. Newton-Raphson:
while (error>1e-2) % El ciclo seguirá ejecutandose
% hasta que el error sea pequeño.
% 2.1. Se actualiza el valor de X actual
iteracion = iteracion+1;
x = xi;
y = yi;
z = zi;
a = ai;
b = bi;
c = ci;
% 2.2. Se evalúa la cinemática inversa para X:
f(1) = sqrt((16.46*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))
+28.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-10)^2
+(16.46*sin(a)*cos(b)+28.5*cos(a)*cos(b)+y)^2
+(16.46*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))
+28.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
f(2) = sqrt((7.79*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))
+23.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-74)^2
+(7.79*sin(a)*cos(b)+23.5*cos(a)*cos(b)+y)^2
+(7.79*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))
+23.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
f(3) = sqrt((-32.91*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))+x-69)^2
+(-32.91*sin(a)*cos(b)+y-8.66)^2
+(-32.91*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))+z)^2);
f(4) = sqrt((-24.25*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))
-5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-37)^2
+(-24.25*sin(a)*cos(b)-5*cos(a)*cos(b)+y-64.09)^2
+(-24.25*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))
-5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
f(5) = sqrt((16.46*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))
-28.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x-32)^2
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+(16.46*sin(a)*cos(b)-28.5*cos(a)*cos(b)+y-55.42)^2
+(16.46*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))
-28.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
f(6) = sqrt((16.46*(cos(c)*cos(a)+sin(a)*sin(b)*sin(c))
-18.5*(cos(a)*sin(b)*sin(c)-sin(a)*cos(c))+x)^2
+(16.46*sin(a)*cos(b)-18.5*cos(a)*cos(b)+y)^2
+(16.46*(sin(a)*sin(b)*cos(c)-cos(a)*sin(c))
-18.5*(sin(a)*sin(c)+cos(a)*sin(b)*cos(c))+z)^2);
% 2.3. Se evalúa el Jacobiano de F para X:
%2.3.1. Variables intermedias:
T11 = cos(c)*cos(a) + sin(a)*sin(b)*sin(c);
dT11a = cos(a)*sin(b)*sin(c) - sin(a)*cos(c); % Derivada parcial
dT11b = sin(a)*cos(b)*sin(c); % de T11 respecto a alpha.
dT11c = sin(a)*sin(b)*cos(c) - cos(a)*sin(c);
T12 = cos(a)*sin(b)*sin(c) - sin(a)*cos(c);
dT12a = -sin(a)*sin(b)*sin(c) - cos(a)*cos(c);
dT12b = cos(a)*cos(b)*sin(c);
dT12c = cos(a)*sin(b)*cos(c) + sin(a)*sin(c);
T21 = sin(a)*cos(b);
dT21a = cos(a)*cos(b);
dT21b = -sin(a)*sin(b);
%dT21c = 0;
T22 = cos(a)*cos(b);
dT22a = -sin(a)*cos(b);
dT22b = -cos(a)*sin(b);
%dT22c = 0;
T31 = sin(a)*sin(b)*cos(c) - cos(a)*sin(c);
dT31a = cos(a)*sin(b)*cos(c) +sin(a)*sin(c);
dT31b = sin(a)*cos(b)*cos(c);
dT31c = -sin(a)*sin(b)*sin(c) -cos(a)*cos(c);
T32 = sin(a)*sin(c) + cos(a)*sin(b)*cos(c);
dT32a = cos(a)*sin(c) - sin(a)*sin(b)*cos(c);
dT32b = cos(a)*cos(b)*cos(c);
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dT32c = sin(a)*cos(c) - cos(a)*sin(b)*sin(c);
% 2.3.2. Cálculo del Jacobiano.
Jac(1,1) = (16.46*T11 + 28.5*T12 +x - 10)/f(1);
Jac(1,2) = (16.46*T21 + 28.5*T22 + y)/f(1);
Jac(1,3) = (16.46*T31 + 28.5*T32 + z)/f(1);
Jac(1,4) = ((14.16*T11 + 28.5*T12 + x - 10)*(16.46*dT11a
+ 28.5*dT12a) + (16.46*T21 + 28.5*T22 + y)*(16.46*dT21a
+ 28.5*dT22a) + (16.46*T31 + 28.5*T32 + z)*(16.46*dT31a
+ 28.5*dT32a))/f(1);
Jac(1,5) = ((16.46*T11 + 28.5*T12 + x - 10)*(16.46*dT11b
+ 28.5*dT12b) + (16.46*T21 + 28.5*T22 + y)*(16.46*dT21b
+ 28.5*dT22b) + (16.46*T31 + 28.5*T32 + z)*(16.46*dT31b
+ 28.5*dT32b))/f(1);
Jac(1,6) = ((16.46*T11 + 28.5*T12 + x - 10)*(16.46*dT11c
+ 28.5*dT12c) + (16.46*T31 + 28.5*T32 + z)*(16.46*dT31c
+ 28.5*dT32c))/f(1);
Jac(2,1) = (7.79*T11 + 23.5*T12 + x - 74)/f(2);
Jac(2,2) = (7.79*T21 + 23.5*T22 + y)/f(2);
Jac(2,3) = (7.79*T31 + 23.5*T32 + z)/f(2);
Jac(2,4) = ((7.79*T11 + 23.5*T12 + x - 74)*(7.79*dT11a
+ 23.5*dT12a) + (7.79*T21 + 23.5*T22 + y)*(7.79*dT21a
+ 23.5*dT22a) + (7.79*T31 + 23.5*T32 + z)*(7.79*dT31a
+ 23.5*dT32a))/f(2);
Jac(2,5) = ((7.79*T11 + 23.5*T12 + x - 74)*(7.79*dT11b
+ 23.5*dT12b) + (7.79*T21 + 23.5*T22 + y)*(7.79*dT21b
+ 23.5*dT22b) + (7.79*T31 + 23.5*T32 + z)*(7.79*dT31b
+ 23.5*dT32b))/f(2);
Jac(2,6) = ((7.79*T11 + 23.5*T12 + x - 74)*(7.79*dT11c
+ 23.5*dT12c) + (7.79*T31 + 23.5*T32 + z)*(7.79*dT31c
+ 23.5*dT32c))/f(2);
Jac(3,1) = (-32.91*T11 + x - 69)/f(3);
Jac(3,2) = (-32.91*T21 + y - 8.66)/f(3);
Jac(3,3) = (-32.91*T31 + z)/f(3);
Jac(3,4) = ((-32.91*T11 + x - 69)*(-32.91*dT11a)
+ (-32.91*T21 + y - 8.66)*(-32.91*dT21a)
+ (-32.91*T31 + z)*(-32.91*dT31a))/f(3);
Jac(3,5) = ((-32.91*T11 + x - 69)*(-32.91*dT12b)
+ (-32.91*T21 + y - 8.66)*(-32.91*dT21b)
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+ (-32.91*T31 + z)*(-32.91*dT31b))/f(3);
Jac(3,6) = ((-32.91*T11 + x - 69)*(-32.91*dT11c)
+ (-32.91*T31 + z)*(-32.91*dT31c))/f(3);
Jac(4,1) = (-24.25*T11 - 5*T12 + x - 37)/f(4);
Jac(4,2) = (-24.25*T21 - 5*T22 + y - 64.09)/f(4);
Jac(4,3) = (-24.25*T31 - 5*T32 + z)/f(4);
Jac(4,4) = ((-24.25*T11 - 5*T12 + x - 37)*(-24.25*dT11a - 5*dT12a)
+ (-24.25*T21 - 5*T22 + y - 64.09)*(-24.25*dT21a - 5*dT22a)
+ (-24.25*T31 - 5*T32 + z)*(-24.25*dT31a - 5*dT32a))/f(4);
Jac(4,5) = ((-24.25*T11 - 5*T12 + x - 37)*(-24.25*dT11b - 5*dT12b)
+ (-24.25*T21 - 5*T22 + y - 64.09)*(-24.25*dT21b - 5*dT22b)
+ (-24.25*T31 - 5*T32 + z)*(-24.25*dT31b - 5*dT32b))/f(4);
Jac(4,6) = ((-24.25*T11 - 5*T12 + x - 37)*(-24.25*dT11c - 5*dT12c)
+ (-24.25*T31 - 5*T32 + z)*(-24.25*dT31c - 5*dT32c))/f(4);
Jac(5,1) = (16.46*T11 - 28.5*T12 + x - 32)/f(5);
Jac(5,2) = (16.46*T21 - 28.5*T22 + y - 55.42)/f(5);
Jac(5,3) = (16.46*T31 - 28.5*T32 + z)/f(5);
Jac(5,4) = ((16.46*T11 - 28.5*T12 + x - 32)*(16.46*dT11a - 28.5*dT12a)
+ (16.46*T21 - 28.5*T22 + y - 55.42)*(16.46*dT21a - 28.5*dT22a)
+ (16.46*T31 - 28.5*T32 + z)*(16.46*dT31a - 28.5*dT32a))/f(5);
Jac(5,5) = ((16.46*T11 - 28.5*T12 + x - 32)*(16.46*dT11b - 28.5*dT12b)
+ (16.46*T21 - 28.5*T22 + y - 55.42)*(16.46*dT21b - 28.5*dT22b)
+ (16.46*T31 - 28.5*T32 + z)*(16.46*dT31b - 28.5*dT32b))/f(5);
Jac(5,6) = ((16.46*T11 - 28.5*T12 + x - 32)*(16.46*dT11c - 28.5*dT12c)
+ (16.46*T31 - 28.5*T32 + z)*(16.46*dT31c - 28.5*dT32c))/f(5);
Jac(6,1) = (16.46*T11 - 18.5*T12 + x)/f(6);
Jac(6,2) = (16.46*T21 - 18.5*T22 + y)/f(6);
Jac(6,3) = (16.46*T31 - 18.5*T32 + z)/f(6);
Jac(6,4) = ((16.46*T11 - 18.5*T12 + x)*(16.46*dT11a - 18.5*dT12a)
+ (16.46*T21 - 18.5*T22 + y)*(16.46*dT21a - 18.5*dT22a)
+ (16.46*T31 - 18.5*T32 + z)*(16.46*dT31a - 18.5*dT32a))/f(6);
Jac(6,5) = ((16.46*T11 - 18.5*T12 + x)*(16.46*dT11b - 18.5*dT12b)
+ (16.46*T21 - 18.5*T22 + y)*(16.46*dT21b - 18.5*dT22b)
+ (16.46*T31 - 18.5*T32 + z)*(16.46*dT31b - 18.5*dT32b))/f(6);
Jac(6,6) = ((16.46*T11 - 18.5*T12 + x)*(16.46*dT11c - 18.5*dT12c)
+ (16.46*T31 - 18.5*T32 + z)*(16.46*dT31c - 18.5*dT32c))/f(6);
% 2.4. Se obtiene delta = Xi+1 - Xi resolviendo el
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%sistema de ecuaciones Jac(xi)*delta = d - F(xi):
delta = Jac\(d-f); % El operador \ resuelve el sistema
% de ecuaciones lineales de la forma Ax = b
% 2.5. Obtención de xi+1 :
xi = x+delta(1);
yi = y+delta(2);
zi = z+delta(3);
ai = a+delta(4);
bi = b+delta(5);
ci = c+delta(6);
% 2.6. Computo del error:
error = norm(d-f); % el error se define como el modulo
% de la diferencia entre d y f.
if(iteracion>=max_iteraciones) % Si se llegó a un número
% máximo de iteraciones
% y no ha convergido,
% se detiene el ciclo.
error = 0;
end
end
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Apéndice D
Mediciones para el cálculo del peso de
la plataforma y los umbrales de fuerza.
Usando el controlador de posición punto a punto implementado, se movió el efector ﬁnal
a poses ubicadas en distintas partes de su espacio de trabajo, tomando nota del torsor
medido por el efector en cada caso, que corresponde al peso de la plataforma, a partir del
cual se pudo determinar el módulo del peso. Diez de estas medidas fueron realizadas, con
los resultados obtenidos en la Tabla D.1.
Cuadro D.1: Datos experimentales obtenidos en la medición del peso de la plataforma.
Pose del efector (X) Módulo del peso
[35 cm 17 cm 70 cm 3,8 rad 0 rad 0 rad]T 95,8380N
[50 cm 17 cm 70 cm 3,8 rad 0 rad 0 rad]T 94,4146N
[55 cm 30 cm 70 cm 3,8 rad 0 rad 0 rad]T 93,7000N
[40 cm 40 cm 70 cm 3,8 rad 0 rad 0 rad]T 94,4729N
[17 cm 30 cm 70 cm 3,8 rad 0 rad 0 rad]T 95,3629N
[35 cm 0 cm 70 cm 3,8 rad 0 rad 0 rad]T 95,7698N
[35 cm 17 cm 80 cm 3,8 rad 0 rad 0 rad]T 96,6876N
[40 cm 30 cm 70 cm 3,4 rad 0 rad 0 rad]T 93,9080N
[30 cm 17 cm 70 cm 3,4 rad 0 rad 0,2 rad]T 95,1132N
[25 cm 12 cm 70 cm 3,4 rad − 0,1 rad 0,2 rad]T 94,5522N
El módulo promedio resultante es:
P = 94,8819N (D.1)
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Tomando la ecuación anterior, el torsor del peso respecto a X ′Y ′Z ′ utilizado para
eliminar sus efectos vino dado por:
Wˆ ′P =
[
0N 0N −94,8819N 0Nm 0Nm 0Nm ]T (D.2)
Usando la ecuación (3.28), se puede obtener las fuerzas sentidas por los actuadores
debido al peso durante la ejecución del programa. Moviendo el robot a distintas poses,
se determinó que existen fuerzas residuales en los sensores, debidas a la aproximación del
peso y de forzar el centro de masa al origen de X ′Y ′Z ′, que varían en un rango distinto
para cada sensor. Estos son, aproximadamente:
∆f1 = 0-12N∆f2 = 0-12N∆f3 = 0-8N∆f4 = 0-9N∆f5 = 0-8N∆f6 = 0-17N
Se escogieron entonces los siguientes valores para los umbrales de los sensores:
fT1 = 15N (D.3a)
fT2 = 15N (D.3b)
fT3 = 10N (D.3c)
fT4 = 10N (D.3d)
fT5 = 10N (D.3e)
fT6 = 20N (D.3f)
